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(a)

OPPGAVE 1.

Vi leser av at

og har dermed at
or r (-6 10 x 20\ [—6x+ 10y + 20
ox XD = <1o —18) <y> * (25) - (1035— 18y + 25
Den karakterstiske likningen til A er gitt ved

—-3-A )
) —9—-A

=X 4+122+2=0

Dermed er egenverdiene til A gitt ved A = —6 £ v/34 < 0. Siden begge egenverdier er negative,
er A negativ semidefinit (og ogsa negativ definit).

Vi har at det(A) =2 # 0, s A er invertibel. Dermed har 7 et entydig stasjonzert punkt, gitt
ved

1
24x+BT =0 < x:—iAleT

Ettersom A er negativ (semi)definit, er m konkav og det stasjonaere punktet x* = —%A_IBT
er et maksimum. Vi finner at

x*——l-} -9 =5\ (20 _ 1/-9.20-5-25\ _ (76.25
2 2\-5 -3 25) 4 \=5-20—3-25)  \43.75

Dette gir maksimal verdi 7(z*, y*) = 7(76.25,43.75) = 1069.375.

OPPGAVE 2.

Den karakteristiske likningen til A er gitt ved
1—A 2 4
0 3-X2 0 |=B-MXN\=-21-35=0
9 -2 1=
Dermed er egenverdiene til A gitt ved A =3 og A = 1+ V/36. Altsé er A = 3 en egenverdi, og
de andre egenverdiene er A =7 og A = —5.




(b) Egenvektorene for A = 3 er gitt ved det linesere systemet

-2 2 4 x 0
(A-3Hx=0 < 0 0 O y|l =10
9 -2 -3 z 0
Vi ser at at andre likning er irrelevant og kan tas bort, og at z er fri parameter siden
-2 2
9 -2 70

Vi lgser de to gjenveerende likningene for = og y og far
x=—z/7T, y=-—152/7

Nar vi setter z = t for den frie variabelen z, far vi dermed at egenvektorene for A = 3 kan
skrives som

x —t/7 -1
y|=|-15t/7| = - —15] -t
z t 7

(c) Anta v,w # 0 og at Av = \jv, Aw = Aaw med \; # Xo. Vi skal vise at vektorene v, w er
linesert navhengige. Hvis de er linesert avhengige, s& er v = cw for en ¢ # 0. Dette gir

Av=A-(ew) = cAw

og dermed
ALV = chaw = Ag(ew) = Aav

Vi kan skrive dette som (A1 — \2)v = 0, og dette er ikke mulig siden v # 0 og \; # A2. Dermed
er v og w lineaert uavhengige.

OPPGAVE 3.

(a) Differensiallikningen e'y’ = y? er separabel, og vi skriver den pa separert form

Loy 1 —t
Sy =e & Sdy=e"dt
) Y

Integrasjon gir dermed
1 1

et —-C

Vi setter inn for initialbetingelsen y(0) = 1/2, som gir 1/2 = 1/(1 — C) og dermed C = —1,
og lgsningen er

—— =+ 0 & y=
Yy

1 _ et
et+1 14et

’y:

(b) Differensiallikningen t3y'+2y = 1 er linezr, og vi skriver den pé standard form y'+a(t)y = b(t):
Yy +2y=1 & y'—I—t%y:t%
Vi finner integrerende faktor u:
/;dt = /275‘3 dt=—t24C = u=ct =¥
Vi multipliserer differensiallikningen med integrerende faktor u og far

2 1 2\’ 1 2
!/ P —l/t _ = —l/t
R T (ye ) T

Integrasjon og divisjon med w gir generell lgsning

1 1 1
yﬁ”l/t2 = /tgel/t2 dt = 5671/9 +C & y= B +Cel/?
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OPPGAVE 4.

(a) Visetter F=In(y+y+e )=

1 !/ —1 / 1 /
= W= Fy-:a-u
Dermed er Euler-likningen gitt ved

ufl—i—(gj—l—g)—e*t)ud:() &

In(u), der u = +y + et og regner ut
1 d 2

—F = —u"

F; =
dt ¥

; p=u, 'uf::—(zj—i—y—e_t)u_Q

utj+y—et=0
Néar vi setter inn for u, far vi dermed at
J+y+e+ii+y—e =0 j+2y+y=0
Dermed er (den forenklede) Euler-likningen ayj + by +cy =k, dera=1,b=2, c=1, k=0.

Vi tar utgangspunkt i den forenklede Euler-likningen, som er linezr og homogen. Den karak-
teristiske likningen 72 +2r +1 = 0 har dobbelrot r = —1, og dermed er den generelle lgsningen

y=(A+ Bt)e™

Vi setter inn initialbetingelsene y(0) = 2, y(3) = 5e~3 og fir A = 2 og (A + 3B)e 3 = 5e™3
eller B = 1. Losningen av Euler-likningen og initialbetingelsene er dermed y* = (2 + t)e™t.

=

Vi undersgker om F' er konveks eller konkav som funksjon i (y,y), og regner ut
R F— (R =0

Yy Uy
Det folger at F' er konkav som funksjon i (y, ), og dermed er y* et maksimum. Den maksimale
verdien av integralet er

3 ' 3 .
/ In(y* +y* + e—t) dt = / 1n(2e—t) dt = [ln(2)t _ 2t2}
0 0

no_ ottt =2
F) =F=Fj=-u?<0 =

3
~ —2.42

| ©

=3In(2) —
o - 2

OPPGAVE 5.

(a) X er binomisk fordelt med parametre n = 5 og p = 0.53. Vi har at P(X = 3) ~ 0.
P(X>3)=P(X=3)+P(X =4)+ P(X =5) ~0.556.

(b) Vi har E[X] = np = 2.65 og Var[X] = np(1 — p) ~ 1.246.

(¢) Vi uttrykker Y ved hjelp av X som o

Y =151.10 - uXd» X = 151.10 - «®¥ ™ = 151.10 - 1.012>X 5

Vi regner ut E[Y| som tilneermingsverdi:
5
EY]=Y P(X =1i)-151.10- 1.012%5 ~ 151.70

=0

For & finne Var[Y], regner vi ogs& ut det andre momentet til Y som tilnzermingsverdi:
5
E[Y?]=3" P(X =1)- (151.10- 1.012%75)” ~ 23028.00
i=0
Dermed er Var[Y] = E[Y?] — E[Y]? ~ 16.30.
(d) Verdien av Z avhenger ikke kun av X, antall bevegelser opp, men ogsé rekkefplgen de kommer i.

Vi mé derfor tenke oss et stokastisk forsgk der utfallsrommet er alle sekvenser w av synmbolene
u og d av lengde fem, med utfallsrom S = {ddddd, ddddu, dddud, ddduu, ..., uuuuu}. Tabellen

w=ddddd | Z =151.10-1.0127° ~ 142.35
w=ddddu | Z =151.10-1.012"% ~ 144.06
w=dddud | Z=151.10-1.01273 ~ 145.79
w=ddduu | Z =151.10-1.01273 ~ 145.79
w=ddudd | Z=151.10-1.01273 ~ 145.79
w=duddd | Z =151.10-1.01273 ~ 145.79
w=udddd | Z=151.10-1.01273 ~ 145.79
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viser verdien av Z for de ulike utfallene, og vi har kun tatt med de 7 utfallene som gir Z < 146

(det er 2° = 32 utfall i alt). Vi far dermed
1
P(Z<146)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)- 0= 0.181
siden alle utfallene som gir X = 0 og X = 1 er med i listen ovenfor, mens ett av de ti utfallene
som gir X = 2 er med. Hint: Det kan veere litt enklere & se hvilke verdier av Z de ulike utfallene

gir hvis vi tegner opp et binomisk tre for de ulike utfallene.

OPPGAVE 6.
Vi regner ut fx(x) nar z > 0 ved integrasjon:
/ f(z,y)dy —/ 6e 2273 dy = [—26_2:0_31/]80 =2e%®

Nér z < 0 er fx(z) = 0. Dermed er den stokastiske variabelen X eksponensielt fordelt med

parameter A = 2.
Siden X er eksponensielt fordelt med A = 2, sd er E[X] =1/A =1/2 og Var[X] = /)% = 1/4.

) Den betingede sannsynlighetstettheten fy|x(y|z) nar x > 0 er gitt ved

fY|X(y\9U) = J;ifg;/))

Dersom ogsé y > 0, si er den betingede sannsynlighetstettheten fyx (y[z) gitt ved

6672x73y 3
fyix(lz) = =T 3%

Dersom x > 0 men y <0, saer fyx(ylr) =0.
Vi regner ut fy(y) nar y > 0 ved 1ntegraSJon

/ f(z,y)dx —/ 6e 23 dp = [—36_2”&_374]80 =3~

Nér y <0 er fy(y) = 0. Dermed er fy(y) = fy|x(y|r), og det betyr at X og Y er uavhengige

stokastiske variabler.
Siden X og Y er uavhengige stokastiske variable, har vi

P(X>1Y<1)=P(X>1)P(Y <1)=(1-P(X <1)P(Y <1)

Bade X og Y er ekponensielt fordelte, med A = 2 og A = 3 henholdsvis. Vi regner ut den
kumulative fordelingsfunksjonen for en vilkarlig eksponensielt fordelt variabel Z:

Fz(a)=P(Z <a)= / e M dz = [—e_’\z]z =1—e
0

Vi setter inn og far
P(X>1,Y<1)=(1-PX<1)PY <) =e?(1-e3)=e?—e5~0129
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