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OPPGAVE 1.

(a) Vi regner forst ut fx(z) nar 0 <z <1 ved integrasjon, og far at

1
A+k 4 A+ k
fx@%=/(w—2w +ky’dy = |2y — 2zy” + 3 — -ﬂv—2w+—§—
0 0

Men f er en sannsynlighetstetthet, sa vi har at
1
/ 2% =20+ (h+4)/3dz = [13/3 — 2% + (k + 4)2/3]L = 1/3 — 1+ (h +4)/3 =
0

Dette gir k = 1. Dermed fglger det at fy(z) = x? — 2x + 5/3.
(b) Vi bruker fx(z) = 2% — 2z +5/3 og finner E(X) ved & lgse integralet

1 5 1 5
E(X)Z/O I($2—2x+5/3)d$:[4/4 2. _1_6:62} -2
0

For & finne Var[X] regner vi fgrst ut E[X?] ved & lgse integralet

2 Yoo 1 5 ;10 23
E[X7] = x¥(x® —=2x+5/3)de = |—a® — —z" 4+ —z°| = —
0 5 4 9
Dermed blir

Var[X] = E[X?] - E[X]* = % - (%) - %

(c) Vi bruker f(z,y) = 2% — 4xy + 5y, og regner ut E[XY] ved 4 lgse integralet

E[XY] = //xy 2?2 — dzy + 5y dydav—// 23y — 42*y? + bxy®) dyde

4 ) 1 4 )
:/O [m3y2/2 3:1: y +4xy]0dx—/0 (§x3—§x2+zx) dx

1 4 5,10 11
= |:§.'L'4 — 51133 -|- §$2:|
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(d) Viregner ut den kumulative fordelingen F'(a,b) = P(X < a,Y <b)for0<a<1log0<b<1
ved & regne ut integralet

a b
P(X<a,Y<b):/ / 22 — dzy + 5y® dydz
o Jo

b
a 5 a 5
= / 22y — 2z9® 4+ S| dr = / b — 2zb% 4+ “b3 dx
0 37 Jo 0 3

1 L |
= | =230 — 2%b> + §xb3 = —a%b — a’b? + §51103
3 3 o 3 3

Vi har at F(1,1) =1/3—1+5/3 = 1.

OPPGAVE 2.

(a) Siden summen av sannsynlighetene er 1, har vi at
20+034+014+014+06+01=1 = b=04-2a
Vi bruker derfor at b = 0.4 — 2a i resten av oppgaven. Forventningsverdiene er gitt ved
E(X)=-1-(2a4+03+0.1)4+1-(014+b6+0.1)=b—2a—-02=0.2—4a
EY)=1-(014+2a)+2-(b+03)+3-020=2a+2b+130=2.1—-2a
(b) Vi har at Cov(X Y)=E(XY)—-E(X)E(Y), og vi regner ut forventningsverdien
E(XY)=-1-(2a)+(-2)-034(-3)-01+1-01+2-b+3-0.1) =0.3 —6a

(=
Dette gir kovarians Cov(X,Y) = (0.3 — 6a) — (0.2 — 4a)(2.1 — 2a) = —8a? + 2.8a — 0.12.
Siden 0 < @ < 0.2, s har vi at variansen er stgrst mulig nar —16a + 2.8 = 0, og dermed for
a=0.175.

(c) Hvis X og Y er uavhengige, s er kovariansen Cov(X,Y) = 0, dvs at —8a? +2.8a — 0.12 = 0.
Den eneste lgsningen med 0 < a < 0.2 er a = 0.05. Vi m& derfor sjekke om X og Y er
uavhengige for @ = 0.05. Vi har p(X = —1) = 0.5 0g p(X =1) = 0.5, og p(Y = 1) = 0.2,
p(Y =2)=0.6 og p(Y =3) =0.2. Dermed ser vi at p(X =z)-p(Y =y) =p(X =2,Y =vy)
for alle verdier av = og y, og X og Y er uavhengige for a = 0.05.

OPPGAVE 3.

(a) Viregner ut det(A) ved & utvikle determinanten langs tredje kolonne:

3 a—2 2
|Al=14 2a¢ 0/=2-(4(a—1)—2a)+1-(3(2a) —4(a—2)) = 6a
1 a—1 1

Vi ser kolonnevektorene er linezert uavhengige for a # 0 og linezert avhengige for a = 0, siden
|A| = 0 hvis og bare hvis a = 0.

(b) Vi finner egenverdiene til A nar a = 3/2 ved & lgse den karakteristiske likningen det(A—\I) = 0.
Vi har at

3—-X a—-2 2
4 2a—X 0 |=24(a—1)=2a—N)+1=XN)((B=N)(2a—)) —4(a—1))
1 a—1 1-2X
s& den karakteristiske likningen for a = 3/2 blir
A —=2)+ (1 =N\ —6A+11)=0

Siden (1 — ) er felles faktor, kan likningen skrives som (1 — A)(A2 — 6\ +9) = 0, og dette gir
A =1 eller A = 3. Egenverdiene til A nir a = 3/2 er gitt ved Ay = 1,2 = A\g = 3.
2



(a)

OPPGAVE 4.

Vektoren 0Q/0x av forste ordens partielle deriverte til @ er gitt ved 2Ax, hvor A er den
symmetriske matrisen til ). Vi finner at A og den deriverte vektoren er gitt ved

0 0 1 0 0 2
0
A=10 =2 0 = —Q:QAx: 0 -4 0]x
ox
1 0 3 2 0 6

De stasjonaere punktene til Q er gitt ved 2Ax = 0, og den eneste lgsningen av denne likningen
er x = (A710) = 0 siden vi har

|A|=2#0
De stasjoneere punktene for ) er derfor x = 0.
Vi avgjor om @ er positiv (semi)definit, negativ (semi)definit eller indefinit ved & se pa forteg-
nene til egenverdiene til A. Den karakteristiske likningen er gitt ved

0-XA 0 1
0 —2-X 0 |=(-4-XM)N\=31x-1)=0
1 0  3-2X

og egenverdiene er derfor gitt ved A = —4 og A = (3 £ 1/13)/2. Siden A har bade positive og
negative egenverdier, si er () indefinit.

OPPGAVE b.

Differensiallikningen y — 3’ = 1 lineaer, og kan skrives som ¢y —y = —1. Den har derfor
integrerende faktor u = e~t, og vi har

(ye™) = -t = yel=e'+C

Dette gir y = 1 + Ce!, og initialbetingelsen y(0) = 3 gir C = 2. Dermed har vi lgsningen
y=1+2e"
Differensiallikningen 3’ — ty = y er separabel, og kan skrives som ¢ =y + ty = y(1 + t), eller

1 1
Y =1+t = ln|y]:t+§t2+cl
y

Dette gir y = Ce!™**/2 med C = +¢'. Initialbetingelsen y(—2) = 5 gir 5 = Ce®, som gir C = 5.
Dermed er lgsningen

y=5 et tt?/2
Differensiallikningen y” = 4/ er andre ordens linezer homogen, og kan skrives y” — 3’ = 0. Den
har karakteristisk likning 72 —r = 0, med lgsning r = 0 og r = 1, si den generelle lgsningen
er y = C1e¥ + Cye’ = Cy + Cael. Initialbetingelsene y(0) = 7,4/(0) = 4 gir C; + Cy = 7 og
Co =4, som har lgsning C; = 3 og Cy = 4. Dermed er lgsningen

y =3+ 4e

OPPGAVE 6.

Vi bruker F(t,y,7) = (4ye™* — 5y? — %) e~* og regner ut de partiell-deriverte:
/I —t —4t / -\ _—4t
F,= (4" = 10y)e ™, F;=(-29)e
Euler-likningen blir da:
d
F)— aFé = (4e7t — 10y)e M — (=2i))e M — (=2)(=4)e " =0
Forenkling gir likningen (2§ — 8 — 10y + 4e Y)e™% = 0, eller §j — 4y — 5y = —2e~¢. Euler-
likningen er dermed annenordens lineser og inhomogen. For & finne en partikulaerlgsning av
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formen y = Ate™!, setter vi inn y, ¥ = A(1 —t)e™! og vy’ = A(t — 2)e”! inn i Euler-likninen,

og finner A(t —2) —4A(1 —t) — 5At = —2, som gir A = 1/3. Dette gir partikuleerlgsningen
Yp = gte_t

Den generelle lpsningen av Euler-likningen er y = y;, + yp. Siden den karakteristiske likningen

err>2 —4r —5=0, sd er

1
y=uyp+uy = Cre ' + Coe® + gte_t

Setter vi inn initialbetingelsene y(0) = 5/3 og y(1) = 2e7 !, far vi at C1 + Cy = 5/3 og
Cre ! 4 C9e® +1/3e7! = 2e7!, og dette gir Cy = 0 og C; = 5/3. Siden F er konkav som
funksjon i (y,y), er derfor

5 1 o+t
Y= geft + gteft = %e*t

lgsning av variasjonsproblemet.



	Oppgave 1. 
	Oppgave 2. 
	Oppgave 3. 
	Oppgave 4. 
	Oppgave 5. 
	Oppgave 6. 

