Handelshgyskolen BI

Institutt for samfunnspkonomi

Eksamen i MET 22141 Matematikk valgfag
Dato: (32.06.2003 ~ k1. 09-14

Tillatte hijelpemidler: Alle

Anfai sider: 3

Oppgave 1

Gitt differensialligningen »"~3y"=0 (%)
a}  Vis ved & bruke lgsningene av den karakferistiske ligningen at (%) har lgsningen
y=C, +C,e*

by Veddsette z=y" i(*), far vien 1ordens homogen ligning. Lgs ligningen pd
denne mdten og vis at du far det samme svaret.

¢)  Benytt resultatet fra b) til & finoe den generelle Igsningen pd

}r'_ 33}’ = g™

Oppgave 2

Gitt integralet  J{y)= f (3:«:2 +y* rdyy e y? )dx
g

Giennom punktene A{0,0) og B(LD) skal det legges en kurve vy = y(x)
slik at integralet  J(y) blir minst mulig. Bestem  w(x).

Oppgave 3

Funksjonen f(x,y) er gitt ved:

T A ¥
(et o~

© dersom O<x<l 0syxl

f {:xz y} =
it

Fix, yy =0 ellers.



T2

a) Visat flx, y) eren sannsynlighetstetthet.
To stokastiske variable X og ¥ er simultanfordelt med sannsynlighetsietthet f(x, y)
b a

f
b) Beregn F{a,b}= Jl_!lf{x,y}d%’jd}%

Gl o

Beregn F((0.5,0.5) . Hvordan vil du tolke dette svaret.

2x+e~1

O Visa f,(= [flxydy="
g e

Beregn F{X)

Oppgave 4

{ en tenniskamp mellom to spillere a og b vinner den spilleren som fgrst har vunnet to
seit. La A vare begivenheten at @ vinner settet, og fa B vare begivenheten at b
vinner settet. Sannsynligheten for at ¢ vinner settet er P(A)=0.6 ,og
sanmsynligheten for at b vinner setteter P(B) =04

ay Hva er sannsynligheten for at & vinner de to fgrste setiene 7

by Hva ersannsynligheten for at b vinger det fprste setiet og o vinner sett pummer 2
og tre?

La X wvare antall seil som spilles iantil en spiller har vunnet kampen.
c) Beregn P(X =2} og P(X =3)

d) Beregn E(X) og Var(X)

e; Antaat P(Ay=p og P(B)=1-p.

For hvitke verdier av p er E(X)=2.187



{ppeave 5

Minste Kvadraters Metode (MKM, OLS) gir ut pa  finne den vektoren b som
minimerer summen av de kvadrerte elementene til nx1 vektoren e i ligningen

y=Xb+eshvoryeren nxl vektor, % eren nxk matrisc og beren & x1 vekior.
o e g . o o8 Cr et <
La 3 = e’e. Vis blant annet ved a utfpre derivasionen gb— at b={X'X}Y" X'y,

Vanlig notasjon 1 statistikk er imidlertid b = (X' Xy X' ¥ . men det er uten betydning
her.

Oppgave b
05 15 25] LN 5 ;
La A={15 2 3.5 ogx=|x,| .beregn —é—.{Ax) 0g _ém{x‘f&x}
25 35 45 ] * 8
Opppave 7

Vis fplgende nar vi antar at matrisernultiplikasjon er mulig for matrisene
A, B, CogD.

ay {(AB) = BA, hvis A og B er symmetriske matriser

b) (ABCDY =D’CBA

1" 1] -1} [-13]
¢} Lax= r s v=| 31 ogz r:$ —1| . Vis at x, y og z er Hnewrt avhengige.
A 2] L2




Handelsheyskolen BI

Institutt for samfunnsekonomi

Eksamen i MET 22141 Matematikk valgfag
Dato: §7.06.2004 — k1. 09-14

Tillatte hielpemidier: Alle

Antall sider: 4

Oppgave 1

X

a) Vis ved & derivere al I.xje?afx =27 (x" —dx+ )+ C
b) Bestem den fullstendige lpsningen av differensialligningen

4y +2y=xt +2

Oppgave 2
a) Bestem den generelle Igsningen av differensiatligningen
5 3
A ghail 4 .. B
YAy Sy 0

b) Finn spesielt den Igsningen som har en graf som gér gjennom origo og som der har en
tangent med stigningstaliet 1.

Oppgave 3

Gitt funksjonen F{, p, pr=e¢""I{dp - p)

H
Lgs problemel:  maks }F (¢, p.pidt p=1 py=2¢
Q



f]

Oppgave 4

a)

Anta at levetiden X for en komponent av type A har en sannsyniigherstetthet gitt
ved:

fly=1-05x dersom 0<Sx<s2
f(xy=0 ellers

Beregn Fla)=P{X <a)
Hva er sannsynligheten for at komponenten har en levetid mindre eller lik 17

Hva er den forventede levetiden, E(X) 7

2)) Fra to komponenter av type A lages en komponent av type B.
Komponent B virker dersom minst en av de av de to komponentene av type A virker.
Dersom ingen av de to komponentene av type A virker vil ikke komponent B virke,
Levetiden ¥ for komponent B vil derfor vare maksimum av levetidene X, og X,
for de to komponentens av type A. Regnmed at X, og X, er uavhengige.
Hva er sannsynligheten for at begge komponentene av type A har en levetid mindre
eon 17

) La Fy(x) = P(Y <x) vere sannsynligheten for at en komponent av type B skal ha
en levelid mindre eller lik x. Forklar hvorfor F,(x) = =025

d) Hva er sannsynlighetstettheten  f,(x) for levetiden for komponent B 7 Hvaer den
forventede levetiden for komponent B8 7

) Komponent C bestdr ogsé av 10 komponenter av type A, Komponent C virker hvig
og bare hvis begge komponenter av type A virker. Hva er sannsynligheten for at
komponent € skal ha en levetid mindre eller ik 1 7

Oppgave 5

a) Det kan vises at

4 2
Hn)= {x"’ .lnxdx“:w!w—x"“ hixj j x4 . Herer n20

-t \n+1 J
(D skal ikke vise dette)

Benyit formelen ovenfor til & beregne (03, K1) og 1(2). Noe av dette vil du
muligens f& bruk for senere i oppgaven.



b} To stokastiske varabler X og Y er simultanfordelt med sannsynlighetsietthet

F{x, y) er gitt ved:

e i 1 )

j{X,y):—é-ln.‘L'"f“w—;}ﬁ dersom 1<x<e og OS?&I
et

flx,yi=0 ellers,

Beregn f (0= [fxdy og f,(n= [f(xydx

Oppgave 6
3 2 S;l P 1 3 3
a) La A={2 4 7 og x=|x, ,beregn gm(fir) og ~§-:{,x*.éx)
57 8] %] g ’
-1 (3) 0)
by Avgior om vektorene v :L 0 i, v,= {E log v, =| 1 !er linlewert uavhengige eller linezrt
1 0 4)
; / /

avhengige. Begrunn svaret.

Oppgave 7

a) Bevisat (AR) =B~'A™

by Bevisat dersom A og B er symmetriske s er [(AB)]' = A7 B
¢ Vis athvisX'X = X ,sder X = X'=X?

d) La A veere en symmetrisk matrise og anta at A™' eksisterer. Bevis at da er ogsa 4™
symmatrisk.



I folgende oppgave kan du om du gnsker det, bruke kalkulator til
matrisemuifiplikasjon

Oppgave 8

a) Du skat estimere @, £, og B, 1 regresjonsmodellen y=o0+ X, +4,X., +¢

Til hjelp er fplgende oppgitt: .

"‘72\ 12 6)

70 | 1 9 10

£ 67! X={16 4

59} 1313

33 s 2
301 (790 —80 42

X'Y =| 1518 (_.X"X“)‘“lxgéa -80 16 0
3233J -42 0 6

.



Handelshavskolen BI
Instituit for samfunnsekonomi

Eksamen i: Met 22141 Matematikk valgfag
Dato: 03.06,05 ki 09-14

Tillatie hjelpemidler: Alle

Antall sider 4

Oppgave t

a) Las differcasiallipningen }’” = ¥ og finn spesicht den lesningskurven som
giir gjennom punitet (0,1) og i detle punkict har en derivert som er lik null.
Forklar hvordan du ved & betrakis difforensialiigningen kan si at dette punkiet
er et mindmumspunkt.

b Gitt differensialligningen: y-y= g™

S S
Visat y=Ce" +Ce” +—&" orenlosning.
1 3 £

€) Lus variasjonsproblemet

2

Tk 2
Min - [(y* 4y +2pe")dx,  p(0)= 10
0 3

13
Gg )’(EH 2) - %

Oppgave 2

En bedrifl produserer ¢t produkt som er Hte holdbart.  Dersom ettersperselen x er
mindre eon produksjonen = mé bedrifien kaste det den ikke far solgt, Salgsprisen er
3 or enhet, og produksjonskostnadene er 2 per enhet. Vi skal regne med at bedriften
ikke har andre utgifter enn produksjonskostnadene .

al Anta at sttersperselen, X otter on vare et uniformat fordelt 1 intervallet [(}_.E]
Dot vil si sannsynlighetstettheten gitt ved f(x)=1 dersom 052 <1
Jix)}=0 cllors
Antaat f<z241
Da blir inekten
3z dersom 22X
3x  dersom x«<z

z 1
Den forveniede mntekten er derfor J{z) = f3x (X + f3::- Fx)dx
f 3

Kostnaden er C(z)=2z

Den torventede fortjenasten vil derfor vaore en funksjonnay 2z 8g=2<1



2 i
g(z)=1(s)~C(2) = [3x- f(x)ebu+3z [ f(x)ebx~22
hi] z

Hvor mye mé bedriften produsere dersom den gnsker & maksimere den
forventede fortjencsten? Hver stor blir den maksimale forventede
fortjenesten?

Vi skal heretter anta at ettersporselen er eksponentiatfordelt med A =1
Det vil si sannsynlighetstettheten er gitt ved f(x)=¢™ dersom x20
Flxy=0 cllers

b} Beregn f Fxydx
) Den forventede fortjenesten er pd
gl2)= Prf (ab+3z {fx)d-2z
Q z
Visat g(2)=—3e¢ 2243

Hyvor mye mi bedriften produsere for & maksimere den forventede
fortjensesten?

Oppegave 3

To stokastiske variabler ¥ og Y er simultanfordelt med sanngynlighetstetthet

Fix, vy ergitt ved:

flrpENr p+2y?  desom  0<xsl og 0<ysl
Flx =0 ellers

¥

8 Beregn £,(9= [fuydy Beregn [f.(0dx

]

b)  Beregn E(XY):j bof (ev)dedy  Beregn Cow(X.Y)

e

Opplysninger:  E(X)=0.6222 E(Yy=06944

3



Oppgave 4

FEn noe beruset person kommer hjem fra et sclskap og skal lise seg inn 1 huset.

Han har 4 nekier av likt utseende , men kun en passer ] huset. Hap trekker en av
noklene tilfeldig, passer ikke denne vil han velge en tilfeldig nokkel blant de 3 andre.
Passer helier ikke denne vil han velge en tilfeldig nokkel blant de 2 han ikke har
pravd, osv,

La &, stk for at personen har suksess i forsek nr i (Det vil si at personen kommer inn
i foragk nri)

La F, st4 for at personen har fiasko i forsek nr § (Det vil si at personen ikke kommer
inn i forspkari)

La X vare antall nekler han mi preve for han kommer inn i huset.

a) Beregn P(S,) . P(F) og P(S,

£)
Beregn P(X=1) , P(X=2), P{(X =33 0g P(X =4

b) Beregn B(X) og Var(X)

c) Vi skal nd tenke oss at personen er meget beruset shik at han ikke klarer 4
holde styr pd hvilke nekler har provd far. Hver gang han prever trekker han
derfor en titfeldig neldel blant de 4.
Beregn P(X =1) , P(X =2} , P(X =3}, P(X =4}, P(X=5)og
P{X =) Beregn generelt PLX =x)

Hva kalles denne fordelingen 7 Beregn ZP( X =x)

Oppgave 8
Du gkal estimere & og # 1regresjonsmodellen y=oa+ X +2

Til hielp er feigende oppgitt

3 1 6)
2 14

g ,11 (o i 1 (570 ~54)
4 171 50454 6 )
7 1 12|
i 1 15)

ed



Oppgave 6

(2 (6} i
Avgjor om vektorene v, =| 0 , v,=l2 eg v=0
A U R ¢
er lineeert avhengige eller vavhengige.
Oppuave 7
2.6 1Y)
Lad=|0 2 0| Beregn |4 og Tr{4)
oo

Finn egenverdiens tl A, det vi si finn de verdiene av A som er losninger av
famngen

E

-1 0
E =0 (Hint: A=2 erenav do ire losningene)
[
|
§

1
te 2-4 0
1 0 1-4

Bruk disse egenverdiene til 4 beregne 4] og Tr(4)

Sammenlign de verdiene du fant med de verdiene du fikk nér du beregnet
l4 og Tr(4) dirckte fra matrisen 4



- §

m HANDELSHOYSKOLEN institutt for samfunnsekonomi
. BRI Mot £ T 068 SR | wr AT

Skriftlig eksamen i; MET 22141 Matematikk vaigfag
Eksamensdato: 12.06.08, kl. 69.00-14.00

Tilatle hjslpermdler: Alle

inrfaringsark: Ruteark

Totalt anlall sider: 4

Oppeave 1

a} Finn den generelle losningen til differensiatligningen
¥ 5343y =0
ndr p{x) or o ganger kontinuerlig deriverbar.

by Fian den generelle losningen 1 differensialligningen
- +{a-2y =0
ndr o er et vilidolig fall og y(3) er w ganger kontinuorlig deriverbar

¢} La F{x,p.y)= (‘(}M}”)Z 4*_)’3)'8 * Pinn —og —| —

- E{xi\{g}}’

oF  d {@FJ

A} Vis at Bolerfigningen tilordnet

501= Tl ¥+

E

By
kan skrives ph formen -5y 43y =90

¢y Fos Bulerligningen titordnet J{y)= f({}— ¥¥+ yz)‘,;,_--ixdr med
o

betingelsene W83 =00g »(2)=1



Oppgave 7
To stokastiske variabler X og ¥ er simultanfordelt med
sapmsynlighetstetthet F(x, 1) gitt ved:

I
f(x,y}:é{x'iy%x) dersom 0<x<4 og 05y <t

Flx,yy=0 ellers.

B Fimn f£,()= [f0u )y

b} Visat f{x,3) ex en sannsynlighelstetthot,
¢) Beregn E(XT)

dy Beregn P(X <)

e} Opplysning: Far(XY) =0.8803 (Du skal ikke visc dette)
Benyit dette til & beregne E{{XY))

Oppgave 3
f’ i 101 X
Laa‘-;gz A={0 2 0] og x=|x,
i3 21 3 £
ad. ., ..,
a) Beregn —(d'x) og ——(x'4x)
fx fx

b} Beregn -;gw(a’xwx' Ax
fx

&
¢) Finnen vektor x slik at i {a'x—x'Ax) =6
&



Oppgave 4
2060
Gitt matrisen A A[ ¢ 5 ~1
0 -1 5
#) Beregn {4 . Fioncgonverdienc til 4 (Hint: 4 =2 er en av de tre losningene)
W sl el ;s 1 1 1
b} Opplysaing - Egenverdiene il 47 er A, s A 3 og A, ®2

{Du skal ikke vige dette)
Benytt opplysningene om cgenverdiene til & beregne 147, Sammenlign med 4

som du beregnet § punktet ovenior og kommenter,

Oppgave &

z) La M vare en kvadratisk matrise. Vis at M 4 7' er syrmetrisk.
by Lad ., B, X op ¥ vare mxn matriser. Herer [f’—u}
i Los likaingen AX =8 med hensynpd X

i} Los likninges Fd=B medheasynph ¥

iy Detbkan vises at dersom 4 eren symumenssk pxn matrise der Ezi #0sher

4™ symmetrisk {du skal ikke vise dette)

Vigat dersom A4 og B ersymmetriske matrisersiier X'= ¥

Opppave 6

D bor 1 ¢t omrade hvor sannsynligheten for et innbruddsforsek 1lopet av et ir
er 0.04. Du vurderer & anskaffe en boligatarm og fér felgende opplysninger.
Derspim det blir innbruddsforsek er sannsynligheten for at alarmen gir lik 0.8,
Dersom alarmen gir er sannsynligheten for at fyven flykier 0.9,

La 7 std for at boligen fir inpbruddforsek, Ia A4 sta for ot alarmen gdrogla #
sti for ab tyven flykter,



Opplysningene kan nd skrivesr P13 =004  PAIN =08  PF|4)=09
Ania at du anskaffer boligalarm,

a) Beregn P(J 4. Det vil si beregn sannsyaligheten for at det blir innbruddsforsek
og at alarmen gar.

b) Beregn P{AnF)

¢y Forklar med ord hva som menes med uitrykket P(ANF 1)
Berepn P{ANFID).



Institutt for samfunnsekonomi

HANDELSHBYSKC

Skriftlig eksamen i MET 22141 Matematikk valgfag

Eksamensadato: 01.12.08, Kl 09.00-14.G0
Tillatte hjelpemidier: Alle

innferingsark: Ruter

Totalt antall sider: 4

Oppgave 1

a) Las differensiallikningen 343x y =0
b) Los differcnsialiikningen  y43x7p=x
¢y Las differepsiallikningen ¥-y-2y =0

dy Visat g{x) =% eren losning av differensiallikningen
.
A

@y rayray =a, (Herera @, a og a, konsianter.)

La y= f(x) vere en losning av differensiallikningen a3 " +a,y+a,y =0

Visatdavil Bx)= f(x)+2 vare en losning av differensiallikningen
&,

A

a ¥, yra,y =g
¢} Vis at Fulerligningen tilordnet
1
J(y)= [(3y'*-4y'+6y +5)e "ds
kan skrives pé formen 336y = -2

Finn deretter den losningen av Fuledigningen som tilfredstilier betingelsene

1 4
5 “‘.__,M Y e
) 2 »h :



Oppgave Z

Visat f(x}s= m{iw«;«; er en sanngyniighetstetthet,
{t+e")

{Hint benytt substitusjonen  w=1+¢" )

Beregn F(B)= [£(x)ds.

For hvitken verdi av ber F{b) :wj:

Oppgave 3
a) Deriver funksjonen A{y)}=ylyv-»
Vis at j?iilaaf =Ltnyy+c
y 2
Noe av dette vil du muligens & behov for senere | oppgaven.

by To stokastiske variabler ¥ op ¥ er simultanfordelt med
sanneynlighetstetthet gitt ved :

(—=—+x) desom 0<x<£2 og isy<e
Y

Hen = (
E -

i xlny
2e—-1
Fla =0  ellers

) Beregn f.(0= [f(xy)dy
i} Beregn  E(X)

iy Beregn E(Y)

Oppgave 4

i} Dersom X og ¥ ertomatriser slik af bdde XY og ¥YX  eksisterer
davil Tr(XY3=Tr(¥X) (du skalikke vise dette}

la 4 og B vareto nxn matriser.

Visat: Jr(ABA™ )Y =Tr(B)



(111

b) Lad=la 1 0 Beregn |4 og 4" (Sett prave)
6 1 1,
(1 0 0
¢y La D  veremattisen D:{_ 0 3 0
0o s)
Za+l =2 ~2a+4)
Detkanvisesat B = ADd™ ' =| ~2a 3 2a
20 -2 5-2u
Du skal tkkke vise dette.
i) Settinn a=0 tmatrisen £, og finn egenverdiene il matrisen

ity Settinn ¢ =1 irmoalrisen £, og finn cgenverdiene 41 matrisen

Benytt resultatene ol A beregne  7v(£) op determipanten til 5,
i det siste tilfellet (altsd nir g =1)

iy  Visat den inverse til mattisen 4ADA™ er 40774

Oppgave §

La oss for enkelthetsskyld anta  at of lag 1 en skiskytierstafett kun bestir av to lapere,

som hver skyter fire skudd. Vi definerer folgende begivenheter

A : Den forste loperen trefier blinken. B Den andre loperen treffer blinken,
Anta uavhengighet bide innen hver loper og mellom leperne . La X vare antall
treff for den forste loperen og ¥ vaere antall treff for den andre laperen.

a) Antaat P{A)y=08 og P(B)=08
Hvilken fordeling har X7
Beregn P(X =3), E(X) op Far{X)
Hyva er sannsynligheten for at laget (il sammen treffer § blinker?
Detvil si: P(Y+Y =8)
Hva er sannsynligheten for st laget tif samumen treffer 7 blinker?
Detvilsi: PAX+Y=T)
Beregn E(X +Y) og VarlX +Y}



b)

Antand af P{A) =07 og P(B)=09

Hva er na sannsynligheton for at laget til samen treifer 8§ blinker?
Det vil si P(X +Y =8)

Hva er nd sannsynligheten for at lapet til sammen ireffer 7 blinker?
Detvilsi: P(X +Y =7)

Beregn E(XN +¥) og Var(X+1)

Oppgave 6

@)

b}

I
Avgior om vektorene  x = .L4 |, »=|1] og z=|
3} g

M Yo

gr linezort avhengige eller uavhengige.

1 (‘1‘ ((a -;-1)2‘}

Gitt tre vektorer w=|~1] v=|1log w={ -2 |
E H

L3 (1 l ¢

Vis at vektorene er linezrt vavhengipe for alle verdier av o



HANDFLSHAOYSKOLEN Instituit for samfurmsplnomi

Skrifilig eksamen 1+ MET 22141 Matematikk valgfag

Ekeamensdato: 25.05.07, kI 08.00-14.00

Tillatte hjelpemidler:  Alle

Ionforingsari: Ruteark
Totalt avtall siden: 3

Oppgave 1

106
{a) Gitt matrisen A=} 0 3 2 Beregn {4]  Beregn A% = A4 Beresu
10 2

{b)

[

iAAl L Ser du noen sammenhenger?
Finn egenverdiene til A, (Himt: A = 4 er en egenverdl)  Benytt sgenverdi-
ene til & beregne |4

Vi at dersom B er en symmetrisk matvise og D en makrize stk ot OB kan
beregnes da er OB en symmetrisk matrige.

f¢) La B weere en kvadratisk motrise. Vis at dersom [F] < 0 S8 vil det ikke

eksistere en kvadratisk mstrise £ slik at 4 = §

Oppgave 2

Gith funksionen Flz, y, ) = 2oy — 20y + 3y + oy — ay®  Her er o en konstant.

{a} Vis at Eulerlikningen tilordnet

.I(‘(f) = / - F(:?:a y)y"}{kf,‘

ks

kan skrives ph formen

(a—2)g" ~y =a~—z



(b) Auka » > 0, Los Buleriikeingen nae g == 0. Det vil 81 lgs likningen

i
Y+ =y =1
£

{Hint: Sett ¢’ = = sk at du fr en forsteordons likning, )

fn | o . e I P
(Huosk at £™% == 2 ogat 7% = —
elﬂ‘ﬂ

Oppgave 3

(a) Vis at [ (A85de = In{z® + 1)+ C

(b} Finw den senerelle Ipsningen $} differensiallikningen

Finn spesielt den lgsningen sam par giennom punktet {(1,3)

Oppgave 4

En hil bruker ved jevo fart 8 liter bensin i thmen. Bensinfauken rommer 48 liter.
Bensintanken har dessverre fatt et Hio hull hvor det lekker bensin née bilen kigrer.
Lekkasien er proporsjenal med bensinmenpgden , V, som til enbver $id er pd tanken. Vi
starfer kiprefuren med full tank.

{n} Forklar at bensinmengden som er igjen pa tanken ved normal kjpring og uten hall
i tanken kan ubtrykkes ved W = 48 — & Dhvor ¢ er tiden malt 1 $imer,

{b} Det kan vises at bensinforbruket per time {inklusive lekkasjen) kan uttrykkes vad
differensialligningen V' = & = —kV — 8 {du gkal ikke vise dette). Vis at dersom
V) = 881 — 40

{} Vil bilen klare en 5-thmers tur pé én tank?

Oppgave 5

To stokastiske variabler X og ¥V er simultanfordelt med sannsynlighetstetthet flzy)
gitt ved;

flry) =80 (@2~ ")) = Fl -2 + 2% — ") desom <<l 0<y<1
flzy) =0 ellexs.



{a) Fian folr) = fﬁo Ha,pmidy

(b) Berogn [7 fo(z)dz

(¢} Beregn E{XY¥")

{d) Opplysninger: E(X) = E(Y) = 0.4865 og Var(X) = Vor(Y) = 0.0761.
(D slenl ikke vise dette),
Benytt opplysuingene i & beregne korrelasionskoeflisienten mellom X og V.

Oppgave 6

itk annengradslikningen &7 + pr — ¢ = . Anta at du kaster en vanlig terning to
manger. Du lar utfallet av det forste kastet bestemme verdien for p |, og utfallet av det
andre kastet besternme verdion for ¢. Bade p og ¢ vil derfor anta en av verdiene 1,
2,44, 5,6, Annengradslikningen har Ipsningenc

{n} Hva er ssnnsynligheten for at den furste terningen faller pa b og af den andre
terningen fallor pAd 4 7
Hvitke lmsninger har annengradelikningen i dette tilfellet ?

(b) Hva er sannpsynligheten for at annengradslikningen som du lager pé denne méten
har eksakt en igsning?

Oppgave 7

T personer a og b skyter annenhver gang pa en ballong. Den som furst treffer ballougen
hay vunnet spillet. Ta A og B veere begivenhetene st hepholdsvis a og b treffer
ballongen § et enkelt skudd Anta at P{4) =1 , P(B) = ] ogab a skyter furst.
Anta dessuten navhengighet.

{n) Hva er saumsynligheten for at a bowmer § et enkelt skudd? Det vil s beregn
P(A%). Beregn P{A°NB). Hva er sannsynlighoten for ot det blir skatt tre panger
og at a vianer gpillet?  Hva er sanngynligheten for at det bliv skutt fem ganger
og ab a vinner spillet”  Hva or sanngyulizgheten for af det blir skutt ea | tre eller
fermn ganger og ab o vinner spillet?

{b) Hva er sannsynligheten for ad & vioner spillet?



Institutt for samfunnsgkonomi

Skriftlig eksarmen @ MET 22141 Matematikk valgfag
Eksamensdato: 23.05.08, 09:00 - 14:00

Tiltatte hjelpemidier:  Alls Kelpemidier tillatt,
Innfgringsark: Ruter

Fotalt antall sider: 2

Oppgave 1L

{a} Finp den generalle lesningen av den separable differensisiiikningen
eV P oo ot
o) Finn lgspingen av differensiallibningen
B Bty v 336t

som Eilfredstiller g{{) = 3,

{&) Finn lgsningen av
G5 180 - 403y = 0
som tiliredstiller g0} = O oz H{0) — 44

Opprave 2
Ta wgangspunkt | eariasjongproblemet

i
ir / (190 4+ 208y 4 508, l0) =3 og {1} =0,
Ao
{a} Ping den generelle Issninsen av BulerAdiningen for dette problemet,

b Finn loeningen o Hhningen © (a) som tilfredstilier Ditialbetingsizene.

Uippgzave 3

Anta ot sonnsynlighten for at du bestir farerpraven pd forste forsak er p = 0,75, Hvis du
ikke bestar, forssher du ps nyit, og da er oged sannsynligheten for & bestd, p = 075, Anta
ab du ved hvert forssk har sonnsysdighet p == 0.78 for 4 Desta, og ot du fortsutter helt til du
har kart det.

{2} Fhva er sannsynlizheten for 8t dg ikke beligver & kjore opp mer enn 3 penger?

thy Lu X vrs antall fovesk di bruker for & besta. Hva er saansynlivheten for at

2= XN L67T




Oppgave 4

Ci ut fra b en stokastisk varisbel X har sannsynlighetsietthiol gitt vedl
s f sha{l4 2} for 0gws2
S a ellers
{a) Beregn [, f(=)dr og PUX = 1},

Cppgave 5
G fra st X er en sholastisk variabel som kan vere 0, 1, ellor 2, og st ¥ o0 en stokastisk
variabel som kan veme 1 efler 1. G ut fra atb
PUX = 0L,V = 1)) =01
PUX = 0,Y = 1}} = 01
PUX = 1Y = —1}) = 0.02
PUX =1,¥ =1} =901
op ents B1Y) - 0
fa} Fin PIX =2, = —1}), P({X = 2,¥ = 1}), PUX = 2}) og BIXL
b} Finn Var(X), Va(Y) op Oov(X, Y.

Oppgave 6

Fin en verdi for 7, slik ot veldorens

0 T 0
Eaaes a4
<
=
o

er linewrt avhenige.

Qppgave 7

Te utgenspunkt | funksionen:

] 3
Flag @a) = a1 — dzymg - m?g 42z Tz + 6

fa) Skeiv £ pa formen %7 Ax 4 Bx b o der 4 er en symumetrisk 2 x Tmabrize os B or
Y | 0 (>
i 1 X 2-matrise,
b} Fian 2L, Vis st A e invertibel, og bruk detie t A vise ot £ har sl antydie stasjonsert
8 Ber : 3 b i}
punkt. (Do trenger dee & fnne det stagjonmre punkeet.}

Oppeave &

i utfra st A og B er symmetriske nxn-matrise. (At 4 og B er yymmeteiske, er deb samune
somasiat A= AT og B= B Laxs= { @ m o ]T, o hesvar oppgeven ik
fra setninzer | hoka eller forclesningene. (Bet er ke nodvendio 4 appgl novakilg referanse
tit setningene du bruker.)

() Visat A+ B er symmetrisk of ot 974+ Byx - 2T Ax 4 x" Px.

(b)) Forldar ut frs defivisjonen ov en positivit definitt kvadratiek form, at hvis x7 Ax og

2T Bx er positivt definibie kvadratiske former, 52 er oged den kvadratishe formen

¥ (A4 Bix positive definist. ¥is at fvis bade A op 8 bare har positive sgenverdier,
50 har ogsé A -+ B bare positive egenverdier.




institutt for samfunnsgkonomi

Skriftlig eksamen i+ MET 223141 Matematikk valzgfag
Eksamansdate: 220508, 09:00 — 14:00

Tiflstte hjelpemidier:  Alle hjelpemidler tillatt.
innfpringsark: Ruster

Totalt antall sider: 3

Oppgave 1

{a) Finm den generclle lpsningen av den separabie differensiallikningen
= 2yt
{b) Finn lesningen av differensialliimingen
e Arty e

som tilfradstiller 4(0) = 1.

{2} Finn lpsoingen av
§ - 309+ 25y = 450
som tHfredstiller ${0) = 0 og §{0} = 4.

Cppgave 2
Ta ntgangspunks § variasjonsproblemet
2
max [ (g + ), (0) = 0 0g 3(2) = 2
9

(o) Finn den generelic lusnivgen av Bulerdikningen for dette problemet.
(b} Finn lgsningen av Lkaingen § (a) som tiblredstiller initalbetingelsons.



Oppgave 8

it fivselskap operever hinnd annet med ef lte tomotors 8y som kun far 10 pessasjerer.
Flyselskapet hur erfering for sl en pewson vom bar kjgpt bileft med sunusynbighet p = 0.8
vil mote fram i avgang.
{a} La n vese aoiadl biflester som sclges o s X veiere sotall passasjerer som acter
fram til avgang. Hvea kolles lovdelingen tit X 7
Anta at selskapet selger 5 = 10 biletter, Bexegn PH{X = 101} og P{{X = 9}).

Det kan veere fristende {or selskapet og selge fore biletrer enn det er plasser pd dyel,
o hipe as ikke slle mater opp. Bo fybilett koster F000 ke, Dersan en passasier
mpter opp op ikk viass ph flyet regner selkapel med og mé ulb woed 3000 ke
erstabuing sil passasjere.

e Y vere summen av eventielle erstateiger.

(1} Anta ot selskepet selger 11 biletber, Beregn B,
it} Ants at selskapet selger 12 bilatter. Beregn F(Y}.
(i) Bor selshapet selge 10, 11, 12 eller 18 biletter dersom det ensker ag mak-
simzre forventingen til nebtoinntekten, £ = 1000n- Y, der n er antall solgie
iletier.

Fubell over deler gy den binomiske fordelingen (ndr p = 0.8%

O lET I T IE ] 18
nol

T TTO0ET 8 0

;12 0206 : 6068 O

JSE8 TGI8 | 0.064

wis o= 1 sk er P{{X == 12}) & 0.178)

L1

{For elscmasl

Oppgave 4
To stoksstiske variabler X oz Y er simultanfordeld mod sannsynlighetsietehet [ gitt ved
Heg) = (8 - 2% ~ by ~ yldemsoro -1 <o Clogy -2y <2 fley) - Oellers
Har er ben konstont DS 6<1
{n} Finn fx(e) = |7 fle,yidy
(b} Bevegn E{X~)
(¢} Beregn kovariansen mellom X og ¥ outteykt ved b

Opplysniogar: B(X) =0 BY] =0

W



ppgave b

Fstimer Jg, H og Fp 1 den lnemre represionsmodelmn ¥ = By + S + fhsg 4o ut fra de
ire gheervasjonenc

iy fir oppgith at

G [ ot e
-
fain)
b g et
<
D O e

-2 1 ; -2 (
-1 a 1 2
i -3 2 5 B 5
1 2
2P 3 2 1 A
5 14

Dpgave 6
Viz at vektorene

opvy=i 0

<

3

li
[
<

2 = O
Ssnpssre”

or linpert uavhengige. Kan vektoren

u

o D e

uttrykies som en lineerkombinzsion av vy, vo 04 V3 ? Bagrunn svarens,

Cppgave 7
U abranspunks 1 funksjonen:
fzgama) = —dat + 2oyme + o5 oy b Sm2 +
Shriv f pa formen 17 Ax 4 Bx o der A er en symnet sk 2 » Geraatrise o Boer en 1 = 2-
Y =]
matsise, of fon vekioren k. Finn egenverdienc 11 A og avgier om den kvadratiske formen
%7 Ax er positiv definith,

Oppgave 8

5 ns utb fra at A er en 3 x Sanatris, og at dob finnes oo invertibel matrise £ slik at
100
PlAP={ G 2 0
04 3

Fiym sgenverdiene til 4.

wr



institutt for samfunnsgkonomi

Skriftlig eksamers & MET 22141 Matematikk valgfeg
Eksamensdato: 19.05.1G, 09:00 - 14:00

Tillatie hjelpemidler:  Alle hjelpemidler ~~
Eksamenskalkulator: TEXAS INSTRUMENTS BA | Plus'™

tnnteringsark: Huter
Totalt antall sider: 3
Oppgave 1

{m) Pinn den genevells lusningen av den separable differensialiibningen
y§ =t
(b)) Fing lpsuingen gv differensialibningen
RN

som tilfredstilier (1) = e.
} Finn kisningen ay

.\

§—i6n+ Gdy = 1
sorn Hifredstiller »(0) = 0 og §{0) = 1,

Dpprave
I'a utpsngspunkt 1 varisgjonsproblemet

a3
max i [ (4o + 00, y(0) =0 0g u(D) = 1.

3
{a} Finn den generelle Josningen av Bulerlikninuen for dette problemet,
(b} Finn losningen av Bladngen i (a) som tilfredstillor initieibetingelsene.

Qppeave 3

Fu person delier tre sondager pd rad © en konkuranse som gir €n pengepramic pa & G00
i dersorn hen vinneor kenloaransen. Konkransen or krevende o han vepner derfor med
e sanmmynlighet pd kuw p o= 015 for & vinne en konkursnse. D kan betrakic de tee
fnakuranssne som uavhengige begivenheler,
La X vasye antell konkuranser somn han visner. La ¥ vere total gevinst.

{a' Hvitken fordeling har XY

(b} Hva er sannsyaligheten for at hen vioner 2 av de fre konkuransens?

{¢] Beregn B{X) o EON
{d) Beregn Var(X) og Ver(¥)

{#] Personen gnsker o ghe sennsynligheten for & vinne konkuransene. Han bestemnmer
seg derfor & legge seg 1 haed frening fremover, g regoer nd med flgende sannsvn-
ligheter.

» SannsyHeheten for 4 vinne onkumnse nr I e py = 0.2

= Swueyligheten for 8 vinne konkursnse e 2 oy py = 0.3

» Sanusvligheten for 2 vinpe bonlaraase nr 3 er py = 04

Beregn P{X =0 MY =1) PIX=2) PX =3
Berears DX



Oppgave 4

En eksponensiofordelt siokastizl variahal har sannaynligheteietthoton

v glx) = Ae™d pir 220
» g{o) =0 ellers
ersom A= 1 vil tettheten vire flr) = %

Yis ved fntegrasion  ad
R p Ut e i
o {7 Floddr = [T e dr ]
= N S O ST .o S - W |
o [ rflajde = |7 wem de =1

o [7 2l f{m)do = 7t Tdy =2

La X weers en stolastisk wariabel som har flz) til teithet,

Beregn Var{X)

Oppzgave &

o stokastiske variable X oz V' er sinubtenfordelt med samsyrdighetstetthet gitt ved

a flz,yd = {oe eV fge e Y] mar 220 20
flz,y} = 0 ellas
Her kan da med stor fordel benytt

> deg av oppEave 4.

{u} Beregn
{b) Beregn (X
o) Beregn VarlX)
(d} Beregn E(XT7)
{e} Beregn Cow(X,Y)  (Opplysuing  BX) = B}

!

pppave 8

Fatimer Ay, Ay, & og P i den lineewe regresjonsmodellen Y= 3g - iy + Boms

ik fra observasionene
w1 = G {eg, o g = {0, 1,1}
v = Omm, mee, ) = (- 1,0,2)
gy = 1, {@an, Ty Tgn) == (0,0, —1)
ys = 2, {may, 2o, Taz) = (1,0, 1}

 fAr appuits au

P
=2
oo Bl o
1
r-"v

T et e
= |
—
Lo
23

=
~

e fj, 25 g



Oppgave 7
Vis at vektorene

a
vy, 1 , ¥n T h O Vg = 10
1

ar linesert pavhengige.

Cppgave 8

Ta utganspamky [ funksjonen:

Sy, mg,ma) = a4 Qg + 23 4 337 by 4 e 4 dwg 1
Shriv [ pé farmen %7 Ax 4+ Bx e der A er en symunetrisk 3 x 3omatrise og Beren 1< 3
matrise, o fion vebioren ‘-Z,;c’n Finn egenverdiens Hl 4 og avgisr om den kvadratisce formen
x? Ax er positiv definitt,



Institutt for Samfunnsgkonomi

HANDELSHZYSKOLEN

Skriftlig eksamen i: MET 22141 Matematikk valgfag
Dato: 16.06.2011, 09:00 - 14:00

Tillatte hjelpemidler:  Alle hjelpemidler +
Eksamenskalkulator: TEXAS INSTRUMENTS BA il Plus™

Innfgringsark: Ruter

Totalt antall sider: 2

OPPGAVE 1.

V1 betrakter vektorene v, v, vg og matrisen T' gitt ved
1, V2, V3 &

1 3 h 1 3 h
Vi = h y Vo = 2 , V3= 1 5 TH= h 2 1
1 1 h 1 1 A

(a) For hvilke verdier av k or vektorene {vy,va, v3} lincart navhengige?
(h) Er vektorene {T'vy,Tvs, T'vs} linesert uavhengige nar h = 27

OPPGAVE 2.

Vi betrakter matrisen A gitt ved

A=10 3 0
-2 =1 4

(a) Vis at A = 3 er en egenverdi for A, og finn de andre egenverdiene til A.

(b) Regn ut den symmetriske matrisen B = AT A. Vis at B er invertibel, og regn ut B~L.

(¢) Finn alle stasjonzere punkter til funksjonen f(x) = x7 Bx + (46 26 —2) X+ T

() Vis at Q(x) = xT Bx er en positiv definit kvadratisk form uten a regne ut egenverdiene til B.

QPPGAVE 3.

Los folgende initialverdiproblemer:

(a) y”+3y 7283/714, y(0) =2, y'(0) = 1.
(b) ¥ + 2ty = €&, y(0) = 1.
(c) ty =1+t+y+ty, y(1)=1



OFPPGAVE 4.

Vi ansker & plante treer for & dekke et omrade pa 30 kvadratkilometer i lgpet av 4 ar. La y(¢) veere antall
kvadratkilometer som er dekket etter t ar, og la y(¢) vaere plantehastigheten, malt i kvadratkilometer
per &r. Vi antar at kostnadsraten, malt i kr per ar, er C{t,y, ) = K72, der K er en positiv konstant.
Den totale neddiskonterte kostnaden er da

4
f Clt,y, gl dt
0
der r er diskonteringsrenten.

(a) Vi gnsker & minimere den totale neddiskonterte kostnaden. Sett opp variasjonsproblemet dette
leder til. Vil en l¢gsning y*(¢) av Euler-likningen og initialbetingelsene til variasjonsproblemet
minimere den totale neddiskonterte kostnaden?

(b) Lgs variasjonsproblemet. Hva blir den totale neddiskonterte kostnaden om diskonteringsrenten
r = 0.08 og konstanten K = 10.0007

OPPGAVE 5.

La X veere antall mal til hjemmelaget og Y veere antall mal til bortelaget i lepet av en fotballkamp. Vi
antar at X og Y er uavhengige stokastiske variable, at X er Poisson-fordelt med parameter Ax = 2,
og at Y er Poisson-fordelt med parameter Ay = 1.

{a) Finn P(X = z,Y = y), og regn ut sannsynligheten for hvert av resultatene 0-0, 1-0 og 2-1.

(b) Regn ut sannsynhgheten P(X =Y, X <4). Gien tolkning av denne sannsynligheten.

(c) Regn ut den betingede sannsynligheten P(X = Y|X < 4).

(d) Finn sannsynligheten P(X +Y > 2). Du vil tilby et veddemal der spilleren vinner d ganger
innsatsen hvis det blir minst 2 mal, og taper innsatsen om det blir feerre enn 2 méal. Hvor stor
bar d veere om veddemalet skal lunne seg for deg?

OPPGAVE 6.

La X og Y vere simultant fordelte stokastiske variable, med sannsynlighetstetthet gitt ved

4$y5:2+y2 0<z,y<1
flz,y) = ( )
0 ellers

(a) Finn fx(z) nar 0 <z <1, og sjekk at f(z,y) er en sannsynlighetstetthet.
(b) Regn ut E[X] og Var[X].

(c) Vis at E[Y™] = E[X™] for n > 1, og bruk dette til & finne E[Y] og Var[Y].
(d) Regn ut E[XY] og Cov(X,Y).

(e) Regn ut P(X = 1/2,Y > 1/2).



Institutt for Samfunnsgkonomi

HANDELSHZYSKOLEN

Skriftlig eksamen i: ELE 37191 Matematikk valgfag
Eksamensdato: 16.06.2011, 09:00 — 14:00

Tillatte hjelpemidler:  Alle hjelpemidler +
Eksamenskalkulator: TEXAS INSTRUMENTS BA Il Plus™

Innfgringsark: Ruter

Totalt antall sider: 2

OprrGave 1.

Vi betrakter vektorene vy, va, v og matrisen 1" gite ved

1 3 h 1 3 h
vi=|h), voa=1[2]|, vz=|1]|, T=|h 2 1
1 1 h 1 1 &

(a) For hvilke verdier av A cr vektorene {vy, va, v} lincwrt navhengige?
(b) Er vektorene {Tvy, Tvg, T'vs} linesrt navhengige nar b = 27

QOPPGAVE 2.

Vi betrakter matrisen A gitt ved

5 1 -1
A=10 3 0
-2 -1 4

(a) Vis at A =3 er en egenverdi for A, og finn alle egenveltorer for A med egenverdi A = 3.

(h) Regn ut den symmetriske matrisen B = AT A. Vis at B er invertibel, og regn ug B

(¢) Finn alle stasjonzere punkter til funksjonen f(x) = xT Bx + (46 26 *2) x+T.

(d) Vis at Q(x) = x? Bx er en positiv definit kvadratisk form uten a regne ut egenverdiene til B.

C

OPPGavE 3.

Los folgende initialverdiproblemer:

(a) y" + 3y — 28y = 14, y(0) =2, ¢/(0) = —1.
(b) ' +2e’y =€, y(0) = 1.
() by =1+t+y+ty, y(1) =1



OPPGAVE 4.

Vi gnsker & plante traer for & dekke et omrade pa 30 kvadratkilometer i lgpet av 4 &r. La y(t) vaere antall
kvadratkilometer som er dekket etter ¢ &r, og la §(t) veere plantehastigheten, mélt i kvadratkilometer
per &r. Vi antar at kostnadsraten, malt i kr per &r, er C(t,y,9) = K32, der K er en positiv konstant.
Den totale neddiskonterte kostnaden er da

4
f Clt,y,9)e ™ dt
0

der 7 er diskonteringsrenten.

(a) Vi gnsker a minimere den totale neddiskonterte kostnaden. Sett opp variasjonsproblemet dette
leder til. Vil en lgsning y*(t) av Euler-likningen og initialbetingelsene til variasjonsproblemet
minimere den totale neddiskonterte kostnaden?

(b) Lgs variasjonsproblemet. Hva blir den totale neddiskonterte kostnaden om diskonteringsrenten
r = 0.08 og konstanten K = 10.0007

OPPGAVE 5.

La X vare antall mal til hjemmelaget og Y vacre antall mél til bortelaget i lgpet av en fotballkamp. Vi
antar at X og Y er uavhengige stokastiske variable, at X er Poisson-fordelt med parameter Ax = 2,
og at Y er Poisson-fordelt med parameter Ay = L.

) Finn P(X = z,Y = y), og regn ut sannsynligheten for hvert av resultatene 0-0, 1-0 og 2-1.

) Regn ut sannsynligheten P(X =Y, X < 4). Gi en tolkning av denne sannsynligheten.

) Regn ut den betingede sannsynligheten P(X = Y|X < 4).

(d) Finn sannsynligheten P(X +Y > 2). Du vil tilby et veddemél der spilleren vinner d ganger
innsatsen hvis det blir minst 2 mal, og taper innsatsen om det blir faerre enn 2 mal. Hvor stor
byr d vaere om veddemalet skal lgnne seg for deg?

(a
(b
(c

OPPGAVE 6.

La X og Y veere simultant fordelte stokastiske variable, med sannsynlighetstetthet gitt ved

dzy(z®+4y?) 0<z,y<1
f(z,y) = @4y
0 ellers

(a) Finn fx(x) nar 0 < z < 1, og sjekk at f(z,y) er en sannsynlighetstetthet.
(b) Regn ut E[X] og Var[X].

(¢) Vis at E[Y™] = E[X™ for n > 1, og bruk dette til & finne E[Y] og Var[Y].
(d) Regn ut E[XY] og Cov(X,Y).

(e) Regn ut P(X > 1/2,Y > 1/2).



: Institutt for Samfunnsgkonomi
HANDELSHOYSKOLEN Kontinuasjon

Skriftlig eksamen i: ELE 37191 Matematikk valgfag
Eksamensdato: 28.11.2011, 14:00 — 19:00

Tillatte hjelpemidler:  Alle hjelpemidler +
Eksamenskalkulator: TEXAS INSTRUMENTS BA 11 Plus™

Innfgringsark: Ruter

Totalt antall sider: 2

OPPGAVE 1.

Anta at X og ¥ er simultant fordelte diskrete stokastiske variable, med sannsynlighetstetthet gitt ved
PX=1,¥Y=1=020 PX=1Y=2)=020 P(X=1,Y=3)=020
P(X=2Y=1=02 PX=2Y=2)=010 P(X=2Y=238)=005

(a) Regn ut P(X < Y).
(b) Finn forventning og varians for Y.
(c) Finn Cov(X,Y). Er X og ¥ navhengige”

QPPGAVE 2.

La X og Y vere simultant fordelte stokastiske variable, med sannsynlighetstetthet gitt ved

kw2—2my+y2 0<z<logl<y<l
0 ellers

for en positiv konstant & > 0.

(a) Finn fx(z) nar 0 < z < 1, og bruk dette til a bestemme £.
(b) Fimn F(a,b) = P(X <a,Y <b)nar0<a<log0<b<1
(¢) Regn ut B[X] og Var[X].

() Regn ut E[XY] og Cov(X,Y).

(e) Regn ut P(X >1/2,Y <1/2).
OPPGAVE 3.

Vi betrakter vektorene vy, va, v, v gitt ved

1 0 —2 -2
vi= (0], va=|11], vg={ 1], wva=| 4
3 -1 7 3

(a) Er vektorene {vq,va, vs, v4} linezert uavhengige? Begrunn svaret.
() Finn tre linesert uavhengige vektorer blant vektorene {v1,va,v3, va}.



OPPGAVE 4.

Vi betrakter matrisen A gitt ved

4 -1 6
A=12 1 6
2 -1 8

(a) Vis at A = 2 er en egenverdi for A.
(b) Finn alle egenverdiene til A. Bruk dette til & finne det(A).

OPPGAVE 5.

Finn den generelle lgsningen til falgende differensiallikninger:

(a) v + 8y + 16y = 32
(b) 3y + 2ty =te?

OPPGAVE 6.

Vi betrakter variasjonsproblemet

25
min / (8y% + 625y)e 0%t dt  nar y(0) = 1, y(25) = €*
J0

(a) Vis at Euler-likningen for variasjonsproblemet kan skrives pa formen §j — 0.08y — 0.0128y = 0.
(b) Lgs variasjonsproblemet. Hva er den minimale verdien av integralet?



Sensorveiledning i MET 2214 gitt 02.06.03
Oppgave |

¥ =3y'=0

a) Den karakteristiske ligningen er #* — 3¢ = r(r —3) = 0
Denne har losningene /=0 og r, =3

Lasningen er derfor y = " + C,e™ = C, + Ce™

by Vedésette z=3" Jfirvi z-3z=90 ff’i =3z
el
& e 52? 2 dex Inje} = 3x+C" z=Le™

y= stj‘”'dx = %e“ +C =C, +Cye”

¢} Laoss forst lose Hkningen  z'-3z = ¢

Settervi z=uv farvi =u'v+wy selter vi detle inn i likningen fir vi:
wv st -3uy =g ('3 +uv'= e

3x

Setter vi inn w =e*  firvilikningen ¢"v'=e” V=1 v=x+C

Dermed blir z = (x+ )

3x 3 Ay 3x
s LI s Bt T e B i e o
y= [(x+C)e¥dr = (x+C) - | = OS50 =
L oo+,
3 :
Cppgave 2
'; %
J(wi/} = J‘(jxo i },2 .3 4}:},14_},:‘? },ﬁ(
8
f;'(_.\,.y* ,1"') o 3?‘_" - y?. e 43&,;_&_},!‘2
oF A
ﬂ. = 2)) + 4_}" %[: = 4}' = 2}-3 6_3!25: = .fi{h;}, i 2},*} = 4),:‘_;_2}{"
» g dx &Y' dx

pry i AR
.. =2y +4y -4y -23"'=2yp-2y"=0

Eulerlikningen blirda  — —
gy dv &



¥y =0
Dette gir den karakteristiske likningen »” ~1 =0 som har losningene

=-log r=1 Dettegir
y= +C,e™  Skal kurven ga gjennom punktene A(0,0) og B(LI)

mid C,+C, =0 og eC, +e'C, =1 Ganger vi den siste likningen med e og setter
inn ', =-C, fArvi

2 € e

6 ~C=e (- =e (=

€
e .
| R

Oppgave 3

2x+e” O . ;
Fle yy= " dersom  0sx31 0yl f(xy)=0 cllers.
&

) j’ £, 3 )brdly = ‘j‘j{\}“gifﬁw&ﬂd ﬂﬁf\‘;ﬁ}@_
iy

(AN

by Flah)= i'(?f{x,y}dx}aﬁ: ﬂf%ﬁtf;dﬁ}d} j-x te x? .

a\e € Js

] 3 T ;IR .
Ya vae a’y e’ a’b+ae’ ~a
(é,’ o= 7
e e ¢

2ok X
F(0.5,0.5) :.Q‘S 05405 ¢ 0.5 = 0.1653
24

Sannsynligheten for at bide X og Y samtidig skal anta verdier mindre eller ik

0.5 er0.1653. Detvilsi P{X £0.5Y £0.5)=0.1653



1 » !
P2x el 2xy+e” 2xde-l
9 fE- Ry Byre
a € L L €
Doyt e T
_ I 3 , 19%¢? +{e—Tix 1m+(e—~1)w~i
ECO) = [of = [x 20Tl gy (202G ‘-)*m}Am..-mn,,@m= .
Pt & e It (4 4 l
l_ 39
2,81
B e SO SRR
& Ge e
Oppgave 4

a)

b}

d

c)

Da vi har uavhengighet er sannsynligheten for at » vinner de to forste settene
P(BBy=P(BYP(B)=04-04=0.16

Da vi bar vavhengighet er sannsynligheten for at b vinner det Iprste settet a vinner
sett ar to og e

PLRAA) = PBYP(AYP(A}=0.4-06-0.6=0.144

Skal X =2 md enten @ vinne de to ferste setlenc eller & vinne de to forste
settens. Vi far derfor PLX =2) = PLAD + P(BB)Y=0.6 0.6+ 04+0.4 =052
Da X =2+ PN =)=1vil PN =3N=1-PX=2=1-052=048

po=E(X) =2-0.52+3-0.48 = 2.48
E(X%)=27.052+3" .048=64
Var{Xy= E(X*)-p’ = 6.4—-(2.48)" =0.2496

Né et

PX =) =P(AD+ PBBY=p" +(1-pY* = p* +1-2p+ p = 2p° = 2p+1
PX=3)=1-HX=D=2p-2p°

E(Xy=2(2p* ~2p+1)+3Q2p~2p")=-2p" 4+ 2p+2

Skal E(X)=2.18 mi -2p° +2p+2=2.18

~2p% +2p~0.18=0 p=01 eller p=09



Jep setter opp to regnerogler som kan benyties 1 oppgavene nedenfor:
Dersom 4 cren matrise og x en vektor sder

c{Ax)
O

e 44‘

1y

2y Dersomt 4 eren kvadratisk matrise sd er e {4+ ANx.

Y
; . . B{x'Ax
Er spesielt 4 symmetrisk si er s 2d4x
o0

Oppgave 5

y=Xb+e Fradettefirvi e=yp-Xb

S=ee=(y—-Xb¥W(y—AD) =" DX Wy-XB)=yy-y' Xb-bX y+ B X XD =
Vy-2yXb+ B X' Xb

Henytter vi regnereglene 1) og 2) far vi

a8

e =02y A2 X X = -2 y+2X' Xb Skal (?% =0 mi X'Xp= X'y
L [ %4

Herav fulger b=(X'X)' X'y

Oppgave &
;{u 15 25 &
A=|L5 2 335} og x=ix
|25 3.5 45 {x,
. 05 15 25
Benytter vi oss av regnereglen 1) fir vi --%(Ax)mdé‘m 15 2 35
e '

|25 35 45

5 ( X 43x, +5x,
Bernytter vi oss av regnereglen  2) far vi X (x'Ax) = 2dx = 3x, + 4z, + Tx,
X
(\le + 7%, 493,



Oppaave 7

a} Hvis A oz B er symmelriske matriser sd er (AB) =BA'=BA |

b) (ABCDY = (ABYCD)Y = (CDY(ABY=(D’C'XB'A’) D'C'B'A”

l'i [“-1"; ~13
) I..ax:-if? ,yzg 3 agzm: -1
§ | 2 L2
¥? -1 =13
Da 2 3 ~li=6+1-52+2+4+39=§
2 2

saer  x, yogzer lineert avhengige



Sensorveiledning 1 Met2214 gitt 07.06.04

Oppgave 1

a) Flx) =2 (x% —4x+8)+ C

F’(‘x) E—s 263 “é“ (_x.: + 4{&: -+ g) + Eéf’) (2_![ — -'f:} =

& x A
e x* —4x+8+4x—8y=e?(x7) = x%e?
b) Lgser fprst den homogene lkningen
. . 1
Au'+2u =10 2u+n =0 2= o' maa
du 1 ] . e .
—w"_"wj‘wdx Il = ——x+ CF uw=e¢? mee?
H 2 2
Saker en lgsning pa formen ¥ =0y
Ay'+2y = x* 42 Au'vruy' )+ 2y = x" +2
du'v+ 4y 2uv = x° +2 Larviw=e ° farvi
1 - i i %
R b 2 ' e 1 2 2 3
deg Tyl xT +2 Y=g (x + D =—x"e? tmg”
4 4 2
o X 1 x 1 s
vxmjx’c’-’-dx+ ----- 52&32-263({'-—4J;+S)+Ev2e?2+C'::

;;jeg(x'"" ~dx+10)+C

Lasningen pa differensiallikningen er derfor:

2 3 1 . st
yayy=e 2(%92@%4“10)»%6):5 (P ~4x+10) 4+ Ce
Uppgave 2

1t ] s 3 -
a) ¥ +“§}?“§}’-0

Den karakteristiske likningen er:

. 5 3 — ; i
Fo+ ~2~r- T 0 denne likningen har lpsningene r = = 0g

e

F=—3



L
y= (e’ +Coe ™" Skal denne g giennom origo mé

Oy =C, +C, =0 Detvilsi C,=-C,

5 1, N i

y=Ce® —~Cig™ y=Ce? %AU‘CIe‘”(MB) 2= () (»iwe“’-x +3e7%%)

= O+ =0 =1 AvdctieTlgerat C,=2 € mwi

halt) "{§+ }——?: L= Av dette fglger at = T

';3( s g

p=ecfg? —g"

o7
Oppgave 3

. . oF .1 oF i e
Fit,p.py=2"In{dp~py —me’ ~- —=e (1) =

B 4p-p o  dp-p  4p-p

Fulers likning, Q{? L, df
dp dt dp
4o (=p+3p+ape’

- _ 5 =() panger vi denne likningen med {4p— p)* fr vi;
4p—p (4p~p)

4 dp - p)-(-p+3p+apy =0
Herav fplger 16p~4p+p—-3p—4p=90 p-ip+iZp=0
Den karakteristiske lkningen blin:

r*=7x+12=0 Denne har Igsningene r=3 og r=4

Lesningen er pa formen p(2) = Cie® + Coe™
Skal den gé gjennom punktet (0,1} md p0)=C, +C, =1

Skal den gh giennom punktet (1,2e") md p(l)=Ce* +C,e* =3¢

E2)
Detvilsi C, +el, =3 Heray felger (e—1)C, =2 C, = = 1
€m
2 —— o I 2
el mlee s anton plp=EE ¥ gt

e=1 @} e~1  e-1



Oppgave 4

al

Fla) = fj{,x)dxm [{;-ﬂsx)dx—r 95_11 a-025a%

4o

Hva er sannsyaligheten for at komponenten har en levetid mindre eller lik {
F()=1-025-1* =075

o 2 2
Forventede levetid E(X) = jxf{x'}cﬁ: = j): {1 -05x)dy = I( x—0.5x"ydx =
S 4]

0

=0.6667

w o

2 3.,0

(.2 372
FM—GS—-—[ =2-0.5

b) Sannsynligheten for at begge komponentene av type A har en levetid mindre enn 1
er F(U*F(h) =075 =0.5625
) Skal komponent B skal ha en levetid mindse eller lik x mi begge kemponentene av
type A haen levetid p& mindre eller ik x.
Fy(x)=P(X €x) P(X £x) = F(x) F(x) = {x~0.25x")°
dj
Folx) = Fp'(x) = 2(x —0.25x7)(1 ~ 0.5%) = (2x— 0.5 )(1 - 0.5x) = 0.25x" ~1.5x7 +2x
E(Y) = "}gfg(t}dr— jr(ﬁ 255° ~1.5x" + 2)dx = j"(o 255" ~1.5x° + 2x)dx =
4]
P 8 3 “|
L{‘J B ], 5—-— + 2= =(.9333
5 34
e) Dersom komponent € skal ha en levetid som er stegrre enn 1 sa ma begge
komponentene av type A ba en levetid som er stwrre enn 1. Vi fir derfor
P(C > 1) = P(A, > DP(A, > 1) = (1~ P(A, DXL~ P(A, 1) = (1~0.75) = 0.0625
Sannsynligheten for at komponent C skal ha en levetid pd mindre elfer lik 1 er derfor
P{C <D =1-0.0625=0.9375
Oppgave 5
a) 10y = jr In{x)dx = f}nm{s, -«xinv 1 x+C=xlpx—x+C

()= I nm‘vc“f;-x Enx,mix +C 1(2}*}.&‘2 lnxdx::%x?kmw%xﬁ—k(?



b) Funksjonen f(x,y) er gitt ved:

_ i 1
f{:c,y}x:inx“km—-fy dersom 1sx<e og 0sy<l
ks €

Fle. =0 elles.

i
e—1

= : i 1
, 1 i 1
(x)= Ly = f(—Inx+ dy = —inxldy+— iy =
fo(x) _if{.xy} 5{<2 v )y = rﬁj:v M_Oj;

= Laar 1 =05.mx+02910

i__..
e~1 2, 2 Xe~1)
Fy(y)= ?f'i.w)d"‘"“"]ﬁiiﬂ«ﬁ- § ,v}dx:F(ﬂﬂx~x}~*f—l—y-g=
A T2 e—1 2 e=-1" "}

l{eineﬁe~lin}+i+———1--}:(z§w1)mO.S"%y
2 e—1

Oppgave 6

3 2 5]
9 San=4=l2 4 7
o 8 7 8
; 32 81 [3 2 51yx] [6 4 13]x]
:;;(x'fh’}‘#(ﬁ-iw‘f)x: 24 7+2 4 ?f 6 =4 8 14|x|=
) 5.7 8] |8 7 8 x| [13 14 16] x,l]

6x, +4x, +13x, |
4x, +8x, +14x,
13x) 14, +16x,1]

-1 3 0} (-8 12 -3} {1 ¢ 0)
b) AB:(}ZI«;m}.»@ ~1l=l0 1 0
1 04)°l2 <3 2 QOIJ

¢l Da matrisen A har en invers matrise B {glger at lA! =0

Vektorene v, v, ¥, er derfor inexrt avhengige.



Oppgave 7

a) Da (AB)B'A Y= ABB A" = AIA™ =T fplgerat (AB)” =B 4™

b)  Dersom A og B er symmetriske sd er [(ABY]" =(B'A")™" =(BA)" = A"'B!

c) HvisX'X = X ,sher X'={(X'X}=X"X =X .Setterviion X'=X
juttrykket X =X'X firvi X =X¥X=X?

¢) Vi har generelt at AA™ =] | Fra dette folger (AAY=(A7YA'=TI'=]
Dersom A ey symmetrisk er A'= A . Setter vi inn dette far vi
(A"YA=T  Herav fplger ( ATYAAT = A" Dermed har vi vist at

(A'y=A" noesomviserat A7 er symmetrisk,

Oppgave 8
a) Vi gnsker 4 finne en parametervektor » som minimerer ¢'e der
(72 12 6
70 1 9 10 led
e=Y-Xb hvor Y=|67 X=|16 4 b=y B
59 I 3 13 B
\33 (% 2
Lesningenerat p={(X'X)"'(X'Y)
72
{790 ~-80 -42Y1 1 1 1 1170 47.01
bxi -80 16 ¢ |2 9 6 3 3167 |=| 043
480

\—-42 0 6 A6 10 4 13 2,59 1,56
33



Handelshgyskolen BI
Institutt for samfunnsskonomi
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Semsorveiledning i: MET 22141 Matematikk valgfag

Eksamensdato: 03.06.05, k1. 09.00 - 14.00
Tillatte hjelpemidler:  Alle
Antall gider: 5

Oppgave |
ay v'=y &> y-vy=0. Dette er en annen ordens homogen

differensiallikning .

Den karakteristiske likningen er r°-1=0 som har Igsningene

r=1 og r=—1  Lgsaingen av differensiallikningen er derfor

=Ce' +Ce” Y= +Ce () =Ce" ~Ce™

Skal yh=1 mi I C+C, =1

Skal y{0)=0 mad I C,~C,=0

Legger vi sammen Jikningene far vi 2C, =1 Dette gir C, =0.5

Setter vi dette inn i 1 far vi €, =0.5. Den spesielle Igsningen blir derfor

y=05¢"+0.5¢" Da y'(x)= y(x)>0 for alle verdier

av x fglger at y(x) er konveks. x=0 er derfor et minimumspunkt.

s " " v 2
) y=Ce +Ce” +«;§el' y=Ce* - Cre™ ~§~§ez"

y”: Ciex . Cze---.\' ('E) +_§£3.t - Cvléa i Czeux e ieﬁx

. : : | P oy
y'-y=Ce +C,e” %%ez‘ —(Cie"+Cye™ %-gez‘j =g

2
o Min J7 eyt eayetdx,
?
Visetter F(x,v,y)=y +y +2ye*

oF e OF oF d oF
e = Dy 28 Sl TR s N ﬁ_ﬁ 2 1_2} .,
C}.‘E’ } a}?; } (}y E ( ) y £ }7

2x

Herav fplger 2y'"-2y=2e™ & yl-y= Fra b) vet vi :
I P
Den generelle Igsningener Y= Ce*+C,e™ g

y{Q)::CleO—kC;eowk;e =0+ 6 +; 1;3 I € +C,=3

Benytter jeg kalkulator finper jeg



Dettegir  II 2(, +5;-C 2

; T
y=¢"+2e 7 +=e "

1, 13

WIN2)=C,e " +C,e ™ %ﬁwz 20,405, et

I 204205120, 4%(;2 ):ii(j2 =6-3=3

Herav fglger €, =2 ogdermed () =3-(, =3-12=]

3

Oppgave 2

&}

b}

e

#(0)= [ 30 f (w3 [ f (x)dn-22= [ Brdis3z [tdrz=

2 ¢ a3
33“3 +32dxf -2z w2 gt 3zl gy - 22 =
% ' 2
5 3 .
%z +37--32" —22““—5 ¥ +z g'(zy=-3z+1

&

- ; L T ; ! 317 .1 1
Skal g'(2)=0 md z=— Forjenestenblirda gl - |=~— — +-=—
3 V3 213, 3 6

[fds= [edv=e=] =-0+et =1

4]

Den forventede fortjenesten vil vere en funksjonav 2 220

g(2)= f:ai;f (X)dx+3z f F(X)de-2z=

}Bx-g“xdx+35?e“"dxw2z = ?j;;@ ”ri"c+'3z[-fs”“t Q7=
o 2 G

3[&:(%) 2 }L -3 ?{«we)w“ Yelx +3ze7 w2z
¢}

Tl w—31e i 1;%336”‘ wJgmdze -3¢ +3+3ze ™ ~ 2z —3e T 2743

gx)=-3e7(=1)—2=3¢"7 -2=0 Dette gir

2]

) {3\
wzzln{g) mmm(ms_m{ rﬂ.éﬂSS

wiw

ef=2

L
]
{

A



Oppgave 3

a) FOnvy=2xy+ 209"

1. m}—j a3 v)d‘y‘*_g(?.«zxyﬁ-?,xv ey = [waxm-kl)b—ﬁ \/r'%"—x

5.8 8] o2
[I(’(}d\’ j‘(}() +— :ﬂdx -{—)« 3-‘ —%JO g"?“g 1

b E(XY)=[ [ T-t}f {x, y)dy \fb» = }:( ifx:v‘(f‘@}’ 2y )dy ;23‘ =
X o 4

1

3 gof
2x2y% +2x v 1y }lrm g[ +2x* 1

Mf

f

(4 3 37
?m;ixfﬂ—; BT DI

F )’:" 73 'i
f(:w;: 2y Yl
b3 2 3 1 30 30 30

Covl X, V= E(XY)-E(XHE(Y)=04333-0.6222-0.6%44 = 0.0012

Oppgave 4
D PS)— PR P(S,[Fy—
249 4 3 4 2147 3
POX=D=t  PX=2)=P(F)P(S,|F, et
" 4 ‘ R a2y
21 1 321, 1
P(X =3tz P(X 4 __*__.' ol
( } T (X =4 )= =

b} E{ X =1 +2m—+?~£+«4~1mn1~9 =05
4 4 4

E(X )=t 1+*ﬂ-1 pliar 20 g
4747 4

Var{X H)=E(X )~(E(X))*=7.5-2.5=1.25



§ I PORTR
4 14

o
P(x=4)=231 3 :
4444

4 4

Generelt vil vi ha P{me}"':{ zJ

Herer X antall forspk inntill ferste suksess .

fordelt.

PUX =3 m] L
444 4) 4

o2} raof2):

\:1.1

4

X vil vere geometriske

Jeg benytter summeformelen for en vendelig geometris rekke.

o 5o F
P(X =x)=e(l- §~—~h 4{ )
Zﬁi 4 4 J

Oppeave 5

N T R S R |
Né er A= , .
6 410 7 12 15)

x..J

|
{
s
5

1 (570 ~54Y 29
b=iX'X' ZX‘Y:-:-M-M(
VA 504{-54 6 '[3{)9

Uppeave &

|

¥
e o T
Lo B N T o

|

u&c\wu‘

—I
}

291

{3@3 )

1(168 {0_33333
so4l252) | 05

O=4+0+0-0-0-2=2%0 er vektorene lineeert uavhengige



Oppgave 7

2 0 é!
Al=0 2 O=4-2=2 Tr{Ay=2+2+1=5
10

0 2-1 0 H2-A-D-A-C-D=-Dle-Hi-H-1E
10 -

(2-AN2-2A-A+ A =D =2 -34+D =0

‘ﬁ‘_‘[ = ‘3 . /;i’l Bm’)ﬁ eller faq E)j"'-t{;;'@

sor

3‘“"\,@“34"‘«%‘ " "
2 2 4

fee
L
—
iy
e

!""gl“‘ai Ay Ay =2

Ir{‘gi}z}?ﬂng.){ﬁ.{n&:zwk ....... - B M =5

Detie er de samme verdiene som vi fikk da vi beregnet |Al og 7r(A) direkee fra A



; A I\: gthi‘:} ‘__ (.)\z’t}g'\':‘:,\LE?‘; Institutt for samfunnsekonomi

Sensorveiledning i: MET 22141 Matematikk valgfag
Exksamensdato: 12.08.08, kl. 08.00-14.00
Tillatte hjelpemidier. Alle

Totzlt antall sider: 6

Oppgave i

a) Den karakteristiske likningen blir #* - 5743 =0
Drenne har losningenc

5u4f5t - 43 54413 5-.f13
B 8 P og r=
2 2 2

Gienerell losning av differensiallikningen blir derfor
i 54T

wx)y=de > +Be?’
fortall 4 og 5.

b) Dren karakteristiske likningen bhir r—arfa—-2y=0
Dignne har lesningene

_at e =a@-D) _asla dars _ata-27 4

2 P :

A

Uttrykket under rotieguet er alltid positivi , sd detle gir to forskjellige lesninger for alle
wall @, Generell losning av differensiallikningen blir derfor

@l \f:z"! R Gty x»Ju: - {a ‘1}x
S

yxy=de *  +Be

fortall 4 og 8.



)

d}

!

3

i F(L}K}"f):((y_}’i}i+}’z)‘€”jx-

’:.E'I\:{ S

==+ 2y

fy

d,faf«"‘] A e — e
L e Ay ¥ DT e (2 + 23 Y =
o7 ) dx( O~y (=De™) (-2 3)e™)

(=202 Y™ +(=2y +2y")e T (=5) = (-2¥'42y"+ 10y 10y )™ =
(29"-125+103)e ™

Euletligningen er  —- —on (-2
oy dx oy

)=0
det vil si
(2y -y )+ 207 2y -12410p)e ™ = (2y 2542y 2 YH12y-10y)e % =0
(—2"+10y-63)™ = §
M-Sy +3yie™ =0
Produktet er null hvis og bare hvis y"-5y'+3y =0, si Bulerligningen kan skrives p4
formen y'-5y+3y =0
Fraa) vet viat den genereile lesningen til Fulerligningen er
EivIE sffF

yxy=4de ° +Be ?

der 4 og B ertall. Belingelsene p(03=0 og p(2)=1 gir likningenc

{1 A+B=0
@ AT 4B =y

Den farste likningen gir B =4, og setier vi dette inn i den andre Hkningen far vi

A 4 2

som betyr at  — _—

og dette pir at B o



Oppgave 2

FEERY S '"*——{x.y~+r} dersom O<x<4d op 0 p<]
flxy)= (} cllers.

11 4 !
gy fa)= E (x, 33y = J{ (I ¥+ x)dy = Em( ’ xy}]
) -0
133 1 &
—{(=x?+x)m——xt e
124 16 12
by Hvis f(x,v) skal vare en sannsynlighetstetthet mé  f(x,¥)20 for
alle verdier av x og y.Da f{x,») erensumav w ikkenepative
ledd er dette keavet opplagt oppfyit.

Bret andrekravet er at f {f{x, Widedy =1, Naer

—- 0

oot P

& E(XY)= j( jxvf(x V)de)dy = {{[q(w(x y’+x)dx)cfym

*
] 5}

i 4 g :1 % 1
f({(?‘-(_x"y + 37y )d)dy = ﬂ———(«mx y? wgl yj} dy = J’(__ L‘+v~«-y)§;{>y~
g6t ,

i
% I , 1 2
B A S0 p] BB T
157 92_}03*:931
§ i i 3 e
_ i & g 23 11,
perElye 140 it i) o it =
g RXEL __if-'(v)x {!{16" 75 ]L;cs 37 122 JD

PR ]
24 24 12



e} Dersom Z er en stokastisk variabel si er Var{Z) = E(Z*) - (E(Z))

Herav folger at E(Z%3 = Par(Z) +(E{Z2))

brspesielt Z = XYV firvi
EHXY)) = Var{XY)+ (E(XY))? = 0.8803 +1.3460% = 2.6920

{)ppgme.’%
[
La uuéﬁl A=
\3)
a} »?n(ﬂ‘;;):wa"
ox
2 0 3Yx
[0 4 1)
3 1 6h x

b)

£

¢}

) %y
%{a‘.tw,\r’&rjzlz -0 4
. 3) 13 1

0
;

Skal - (a'x~x'4x) = 0 io 4
(229

i

i fxl
g og x=lx,
3 6

L (KA} ={d+ dx=
&

I~

ad

(2
Vimi finne den inverse matrisen ti] B = [0
3

2

i

5

3

B=10 4 1=48+4040-2-0-36=10

-
3

1

6

(Lo 1o DYy
02 e}[--';a 21 |5
G13 e sl



{23 3 -ID) 23 03 ~12)
B=l 3 3 -2 Bi=l 03 03 -02 J
12 -2 8 {(~12 -02 08

23 03 —771..2]’1‘ (ACLT’
x=Bla=l 03 03 ~022]<| 03
~12 02 08 A3} L 08

Oppgave 4
20 0

) 4= 5 -1=35040+0-2-0-0=48
S

[,wﬂg:E 0 524 -1{2-AB-AV-Q2-0=Q-AUE~21) -
| 0 -1 5-2

(2 AP ~104+243=0  Bgenverdieneer 4=2 , A=4 og A=6

; . ; 1
b}y Opplysning : Egenverdienc il 47 er A =i . ﬁ—é«
2 4
A=A Ay Ay = L Dette stemmer med regnercgelen i,«I “‘t “37 s
T FIRE

Oppgave 5
2) (M +MY= MM Y= M+M=M+M .

By lad, B, X og ¥ vare mxn matriser. Herer |4/ #0
) AX=B gt X=A"B i) YA=B git Y- 54"

iy X'=(47BY=B(4"Y=B4"=Y da B og A" ersymmetriske matriser,



Oppgave §
Opplysningene kan skrives: P()=0.04  P4IN=08 PF[4H=09
a) P{levdy= P(NPALIY=004-08=0.032.

by D alarmen ikke vil g8 vten at det or innbruddsforsak s er P{4) = 0.032
PLANF Y= P(A)P(F | 4)=0.032-0.9 = 00288

¢} Med uttrykket P4 F | 1) mener jeg sannsynligheten for at alarmen gir og tyven
flykier dersom det er et inobroddsforsek.

POARF | D= P &lr\. )y _ 0.04-0.8-0.9
P 0.04

=072,



. I S T PSR NE TR institutt for samiunnsekonomi
{8 HANDELSHOYSKOLEN

SENSORVEILEDNING I: MET 22141 Matematikk valgfag

Eksamensdatio: 01.12.08, K 09.00 - 14.00

Tillatte hielpemidier: Alle

Totait antall sider &

Oppgave 1

ay  y43x’y=0  Denne differensiallikningen or pa fermen
yealx)y = b(x) hvor alx)=3x" og b(x}=0

Losningen er y{x) =g febnis (C+ fe £§l"='mb(x}dx")
Nier ia( xyely = _[3,1-2 dy=x" + . Lasningen blir derfor

L3 3 N !
}}2{? * (C+ et '[}t’ﬂ')icfi

b} ¢#3x°p=xt Herer alx)= 350 bxy=x' (3¢ punkta) )
Setter vi fm fhe vi p =™ (C+ fc":' ' dv)

La oss forst lose fx‘?ftfgir. Setter vi w =x° blir du=3xdx

i 3 5 4 :
op dermed Y it = ¥ glx . Rettor vi dette inn fac vi

) . I . Lo o o s
j')..zer = {e‘ v;du =—e'+ () =—e" 1+, . Fra dette {8r vi:
3 3 3
Aesletyace? v3

posg I e = =08 oo
> 3 3
¢)  ¥'-y-2y=0 Donkasakteristiske Hkningen er »’ —r—2=0

som har losningene r =1 eler r=2 Generell losning y=Cye™ +C,e°
& Er g{x)y= 2 sper g {xy=0 og g"(x) =0 setter vi defte inn i

L2
differensialiikningen o, y™+a, ¥ ay =a, firvi

a sy .
a,—+=a,  Detvilsi g(x} eren losning.
ay



2

Er b(x) = f(r)er sk vil H(x)= F{x} og F'{x)=1"{x)

(

Hvis y = £(x) er en lpsning av difforensiallikningen ¢ v "+a, 37 +a, y =0 si
er Haxy=f (.};}+fi‘iv sdvi )= (X)) og A'(x)= fU{x} Seiter vi dette inni
&y

differensiallikningen o,y "+, V'+a,y = a, far

a > frHx) +dy - f{l)*as(f(kh"—)"‘ a, (x4 a [(x) ra f{x)+a,- > ~h=a,

3

1
J(p)= {3y -4y 6" + S)e dy
0

Fix,y,y" )= 3y & 4ytby" + e

&F af
—=12ye™ e {0 )
oy 3 0} y-4)e
;I ar 8o {\6.1’}"'4}{’“"‘{"'1}:-‘-{6}?”“6')?"\"4)1.'”"
e
- .aF d oF "
Fuledignmgen blir --;}wwm( ~3 =13y —6y"+6y~43e™ =0
ay

Drenne han skrives som

G316y 12y = -4 eller 3y"-3y-6y= -2

Tep loser forst den homogene differensiaifigningen 3y"~3y"-6r =0
Ruaraktoristisk ligning 3¢° - 3~ 6 =0 som har losninzenc

»o=-1 eller ry =2

Generell losning av den homogene likninges er

Ce™ +C,e° . Generell losning av 3y"-3y'—6y = -2 er derfor

-“c
Ce™ +( e";mg. Ce™ +Ce™ +

3
Skal losningen g gjennom {O,é} md Ce®+Ce®+ i z%-
>
Herav folger | €+, =0  Skal losningen gi gjennom (1, 4} ik

. 1 4 - 2
Ce'+Cet +7;~ =z Herav folger 11 ¢7'C +€°C, =1

Fralfirvi C, =-C, setier vidette il fir vi

2 . . H j ;
e'C,~e"Cy =1 Herav falger C, = ———. Den spesielle losningen er derfor:
& g
4 2x
7, 1
e e !
g’ ~e” 3



{Oppgave X
j ‘ - i Setter vi v =1+¢” vil dy=¢e"dx Vifarderfor
{1+e™y
j - de= f—ma‘gw J'z; dn——~+(,"~“1—+C A +C
(ire’) -1 14"
Vi fir derfor [f (x}cix:z.]; g = P_ R =0+l
RETS AT
Dadessuten f(x)>0 foralle x sder flx)= ; ;)« en
+e7 )
sonnsyntighetstetthet,
] LT 1 3 11
F{iy = i dxw§ ------------- ] e . +} = . Herav folger —p =
G «iﬂ) | I+e"l, 4o 4 B ire 4

¢® =3 ogdermed b=In(3)~1.0986

Oppgave 3

2

by

Hyy=yhlhy-y Hiyy=1lny+ y'l ~l=lny
¥

’ N = 1 3
Er g(yy= wrl;(ln WO osfer g'(y)= ; (2in y)-:; = ]}ii

T 1'}-~~E—(ﬁn~i-+-x} dersom  OSx$2 op 1£yse
2e-1 ¥

Sl yy=0 ecHers

A ﬁ&wﬁ p—ﬂﬁﬂ~}@mﬂmkﬁh¢W~

SN
200 “‘J Bl 3

2e—1172
I % ST 4
i) E(X)= j?f () = rzxax ["*ng

] 2
i) Beregner forst [ (y)= jj” (x, y}cix_f L xiny -+ xydy =
F g 28 ¥



2 . [ 2 592 ’
A J‘(lg‘lxﬂkx}dx:a- A oy ¥ 2 | = 2 (ill_J+1}
Ze-17 y Ze=l y 2 2, Ze-1 yp
E{¥)= ﬂj}f (y)dy = J? 2 g, il B }{m gt p)dy =
ST ey T T 261 ’

z T »i{ 2 f,_ e+l
Ay~ y+dio| = ST ~1.890
%17 2Jl 7 A I ¥

Oppgave 4

aj Tr(ABA™ )y = Tr{ 47 4B) = Tr{iB) = I'r{B)

11
b) Lald=lg 1 O=l40+a-0~a-0=I
o1
(1 a 0 1 0 -1
_4':::21 1 }? _443*“1‘"44_@;’»2("“6 1 &
i\i 0 }/,é ldl g —~1 l-g

111yt oo 4'} 100
Prave: 447 = 1 Oj"““ i 7 i:iﬂ 1 0

0t 1fe ~1 1-a) (00 1)

2a -2 5-Zg
f i -2 4
0} Settvitwa=0fkrv F={0 3 0
L{) -2 3
For & finne egenverdiene ma vi lose likningen
1~ A 2 4
0 3-2 0 1 =({-A0-AN5-4)=0 som gir verdieng
0 ~2 §-4



( 5 -2 2‘]
it} Setter viinn @ =1 i matrisen £ farvi ET -2 3 2|
L2 -2 3)
For & finme cgenverdienc mé vi Isse tikningen
( 3—A -2 2
L2 3-4 2 (=(3-4) ~-8+8+4(3-4) — 43—~ A)- 43~ 1) =
L g -3 31

@3-AY —4(3-4) =(3-AG-AY =4 =0
Dette gir 3~ 4 =0 cller 3-4= -2 eller 3-A=2
Ao=3 A, =5 eller 4y =1

Te{l) = A v Ay, + Ay =143+5=9 || =244, =1:3:5=15

iii) Da (ADA)AD A4 VY= AD(AAYD AT = ADD A=A =T
Aor ADTAT  den inverse il ADA™

Oppgave 5

{4y
al X er binomisk fordelt n=4 , p=087 P{X =3)=| 3\1‘3.8’{3,2i = (14096
e

E(X)=4-08=32 Var(X)=408-02=064

X+Y or binomisk fordelt n=8 p=08
B LA
PX+Y=¥8= LRJO.S"‘ =0.1678 PX+Y=T)= Lﬂ}o.%f -42=03335
i
E(X+Y)=8-08=64 Var(X +Y)=8-0.8-0.2=128

b) Nier P(4)=07 og P(B)=09
PX+Y =8)=07" 0% =0.1575
PIX +¥ =7) = P(X = P(¥ =3)+ P(X =P =4) =

4 (& {4 2 .
}0.?* 077 ]4}.9%&1‘ }&7”’4}.3‘5 0.5°0.1° = 6.3401
O ¢ U S

E(X + V)= EQX)+E(¥}=4-07+4.09=64

VarlX + Yy=Var{X)+ Far{V}=4-07-03+4.09-0.1= 12



Oppgave 6
a)  Jeglager cm determinant av de tre kolonnevektorene,

i

b1 1
Da 4 1 100=5+3048-20~20~3=0
3 2 54

Er de tre veliorene er loeaxt avhengige.

b) Jeg lager en determinant av de tre kolonnevektorene.
11 (a+l)?
Lt ] =2 [=0-6-(a+]) +2-0-3((a+ ] =-4-4{a+1)?
31 0

Da(a+1)? 20  foralleverdierav o vil determinanten veere negativ

og dermed forskjellig fra null for alle verdicr av a.
Vektorene er derfor linemrt uavhongige for alle verdier av a



m HANDELSH@YSKOLEN nstitutt. for samfusnseknorni

Sensorveiledning 1 MEBET 22141 Matematikk valgtag
Flsamensdato: 30607, kI 09.00-14.00
Tillatte hielpemidler:  Alle

Totalt antall sider: 5

&

Oppgave 1

1086 106 1068 70 183
(a) JAl=10 5 2|=-20 A*=|0 52 05 21=12 2 14
v I 9 P02 10 2 30 10
17 0 18
|AZ) =12 25 14 ;=400
13 0 101

Vi har en regneregel som sier at 1A% = [Aj14] = (—203(~20} = 408

1-X D 6 i
Tor & finne egenverdiene mé vi beregne [A — AL b=t 0 5-A& 2 =
1 4 2-A

(106~ NR=A) —65=A) =G~ A1~ 2)2=2)~ 6=

(65— X2~ A-20+ At ) = {5 MM -3A-d) =0 @ A=5 fiee
hw=d eller A==l

(b) Da B er symmetrisk vil B = B Heray folger st (DBDY = D'B'IY = DBLY
som viger at  DRDY er sywunetrisk

{c) Da |F4 = |F||F| >0 og |B]<0 Kan jkke F?=F



Dppgave 2

(&)

Flo,y,of) = 2oy - 2ay + 3y + 2y — ay/?

aF aF

w2y 20 4 3y ez By 4 2wy — Day
by i i &y Yy J ¥ =
{()F} ----- =3y Dy 2ay — 209" = By + 2oy - Zag’
dz oy’ ‘ "
aF aF.
HEN g Vo Bl o 2t 200

By d?’{ dwf} Dy e 20 b 3y By By 4 2oy

B~ 2o Gy e -a ,!; = w?(? e a}a 2+ Hx —a) =0

< Ha - x)y -2+ 2z -0} =0 @

fogwmayy o+ lz—ay=0 < fa-al —v="{-2)
by o+ iy =1 Dersoimn vi setter v = & fr vi differensiallikningen

d4tzs=1 Sehtervi Aln)= fldz=lnr og blz)=1 il
2 = oA fif,ﬂ( D . b{z))de = e + febr. 1 dey =
O fade) = HO+ Lo = S 4 Ly

y=fzdr = [{%+ la)ds = Cls + $2° + &

Oppgave 3

(a) La Pz} == In(x* + 1)+ Daer FY(3) = ghy(de?) = ;"ffml sh or

b)) e
Alternativ lgsping: | 4 ?TTT Sett we=3'+1  doer duw do¥dp

- . R 2 < ' P et R 1 PPy F—— e 1
Setter vi inn dette fir vi [ Zade = ¥ sy - detdy s ! 2eog =

Injul +C = Inlzt + 1)+ O

(b) La  Alz)= [ F5dz={a*+1) og b{z) =0 daer losningen
av differensialiikningen ¥ -+ - 4 +1 —y = U gitt ved

W - 'Ag‘l:‘w}((:‘( -+ ‘!‘ {’l’q{x} - bi:ﬁ'\}(&’{.)



infate1y inlatel) e 3 ¢ M
SR P e s B0 iy

Skal lpgsningen g8 giennom punkiet (1,10) ma (1} =C -5 =35

Dette medforer at ¢ =10 og g=-I%

Oppgave 4

{a) Ftter ¢ timer er totalt bensinforbruk  B{. Gjenverende mengde
bensin ph tanken er derfor W oo= 48 — 8¢

b) VeV -8 4 VIR kV =8 @« V4+EV=b der b= -8
Twite or en forste ordens differensialifoing med konstante kocfigienter,
Lgsmingen ex Vo= O™ 4 ;C er k=02 farvi

o8 o Clem02 — 40

Ve Qo g o8

Skal V(@ =(C —40=48 mi =88 Deftegir V=28 %. 40

(¢) Etter 5 timer or volumet i tanken  V{5) = 88¢7%%% — 40 = ~7.62

Bilen ken ikke Ikjere 1 5 timer.

Oppgave 5
Fla,y) = B(1 -zt + 22%* ~ ")

3 e for oy . A6 1 oo Qs by, & O, 4 L
(8) fol) = [ Hmyy) = & [ {1222 M )dy = & [y~ 2"y + 2% o - 1

1wt + 22— 8 = Blat 4 322 4 )
(b j”.‘m‘fxf_..ﬂ}({u = flrz'+ 322+ de=§ 0 + 8% + 2] =

467 1 4 2 4

(c) E{XY) = [T [ xyfle yydudy = 52 f;{f; anll — 2t + 2oyt — yNdr)dy =

£ fo (o sy—2Pyr2e®yPayfidaidy = & fy (32" — 5% + 2 32y’ — 5P oy =

L



I S 1 &
3;15f]n“

g
4

L 45 phel ol domsor, o ABTLL L
g ho Guray' -3y = F 5 + dy

it

{1, e oo —?_} o= ; — 02534

266

v BUXY R EGXREYY  pona4endsest —
(d) p= T - 0.2197

Cppgave 6

{a) Sennsynligheten for at den forste terningen faller pa 5 og den andre

B

ST .. WO
terningen ph 4 or g g =

Annengredelikningen bliv i dette tilfell 2® +pz 4+ ¢=0 © P45 44=0

Lgsningene er 2 = = A i

sorn gir lesningene

2y =—1log @o= —4

=4y Lasning

8  Ingen verdier av p passer

? =12 Ingen verdier av p passer

=16 p=4

: Ingen verdier av p passer
@ . s

i) p o= 24 Ingen verdier av p passer

Vi fér derfor ckealit en Ipsning dersom

p=2ogg=1 ognar p=4 oggw=i

Sannsypligheten bliv derfor £ = &

Oppgave 7

{n) PLA%) = 1-P(4) = 1-4 = § P{ANB) = P{4 bommer og B treffer) =

Sannsynligheten for ab det blir skutte 3 ganger , og at a vinner er

PAOBNA) =225 =1 Sannsynligheten for ab det blir shutt §
ganger



og at avinmer er P{ASNB N ANBNA) =32 2. L. 1={1V¥ =g,
Sannsynligheten for at det blir skutt 1 fre eller 5 ganger og ab a vinner er

LA V1 ERTINNLY
3 {*) -+ (;\'} (34815

(b) Sannsynbigheten for at a viauer spillet er J+(3) (1P + (31 4. = ¢




m LI ARV CLIOWVS IO M Institutt for samfunnsgkonomi
] FR A b -'.'(/i‘- ,:

Sensarveiledning: MET 22141 Matematikk volgfag
Eksamensdato: 23.06.08, 00:00 - 14:00

Tillatte hjelpamidler:  Alle hjelpemidier tiflatt,
tnfgriagsark: Ruter

Totaly antat sider 5

Oppgave 1

{8) Finn den geserelle iw'min on av den EC‘I\&I&‘E)]"? rhi,arensi:,\lliknm REiNe
et g
ynd

VT e B,
Lasning, ev 5 - 2t som g o¥ R 2w O sy 483 =
[In{e? 4 € ==

{b) Fion lssoingen av differensiallikningen
j} - 2‘:; w2 {:t-

som tilfredsiilier {0} = 3.

Lasning. Integrerende faktor er pf —2id g =Bty = B3 e et e e
936" e o ff[yc"") o 25 som gir yet

{c} Finn losningen sy
i 18— A3y =
sonm tilfredstiller ¢(0) = € og 9{00) = 44.

igsning. Kor. likning: #% & 18 - 403 = ¢ ¢ o= =31 eller v = 18 Generell losning |
Y= Cflc_ﬂ'*'*lvc_gtimg == ¥ “*3101&:“3“%’33(/‘26]’”“1 yg’_l}: =Ty =0 == O e 0y
#{0) = ~3LC + 13 =310 + 13(~C) = —44C = 44 ==+ ) = ~1 ag,

e a




Oippgave 2

Ta wtpongsounkt | varicsionsproblemet
L
min / (a4 24Ny 00, (0} = 1 og w(1) =< i
Jo

(&) Finn den genercle loeningen oy Duler-dikningen for detie problemet.
3] & ng ¥

Lasning. F
‘5;‘. e T i
CGenerell lpsning: ;ffi( AT S A

= (12042462 - £ (29) = 0 = 12+246% -

e ke
B =3 a

{b} ¥inn leswingen av likningen { {a) som tilfredstiier initialbelingelsene.

{1 = Oy

Oppgave 3
Amnta ot sennsynlighten for at du bestir frerpraven pa forste forsek er g = 0.75. Hvis du
ikke hestér, forscker du pi nytt, og da ev ogsh sannsynligheten for 8 bestd, p = (.75, Anta
at du ved hvert forssk har sapnsynlighef 5 = 073 for & bestd, og at du fortsefter helt £l du
har klart det.

{23 Hyva gr sonngynligheten for at du ke behaver & kivre vpp mor enn 3 ganger?

{gening. Pestiz pé 1. fomsgk: p
i pd 2. forsdks (1 — e
i c{(1—-p)lp
PUX <3 = pa(I-pp b (1 —pYp=3p-3" 1 ¢ = p{p* - 3p +3) = 075 {0787
3-0.75 + 3) = (.984 38| !
{b) Lo X veere sutall forsgk dis bruker for 4 bests, Hva er sannaynligheten for at
22X <47

<

Hpsning, P2 S X S8 ={p~1p+ -1 p+ - 1Pp+{p-1p+(@-1Pp =
(1 —2)p(1+ (o 13 4-{p~ 124 (=1 e fp— 1)) = (L-p i8S = (L-p) (1~ (1)) =

0,25 - (1 — (0.28)%) =4 B.249 76




Oppzave 4

Ch o e an on stokastisk variobel X har sannsynh chetstesthet gitt ved
[ etz for 05252
fiz) = 1 0 ellers

() Beregn [, flade og P({X = 31}

ﬁﬁsrliﬂg. I Flmdm e f; Ll ’w“)ri.r = 3 !
P = A0 = [ fla)ds = f§ Fall+ a)da -
=1 i )

5] an‘nf’i}(;

| Lgsaing. BlX)= [ al{z da ~fp p el wjde ~gj i

Oppgave 3
Ch b fra ab X e en shokastisk variabel som kan veere 0, 1, eller 2, og ot Y er on sbokastisk
yeariabel som koun wers 1 eller 1. GA us fra sl
PUX = 0,Y m 11 =01
PUX = 0¥ =1} 03
PUX = 1,Y =~1}) = 0.02
PX = 1,¥ =1}y =001
og anta £]Y] = 0

(5} Finn PAX = 3 = <1}), PILX =2,Y =1}), PUK = 2}) og BIX).
Eus»nmg Setter p= PULK = 8,¥ = —1}) og g = P({X = 2,¥ = 1}). Hi}"i e.f,-‘s)-P({V =
~1}b4 1 PY{Y = 1}) = (-1 0.1+ 0,02+ ,J) i \owam g} s g p— 0.0l = 0 ==

g = p<-0.01. Alle mnnmr;i:yhdc,ne b summere §1 1 = 01401 ‘0{32 i+ pbg=
111 +g4+028 =1 == ptip SO 4028 =1 se Ip s 1024 =% p=078/2=

B3 = o030 |
{Alternative: £{Y] =0 == 0.1+0024p= B4 = p= I8 og 014001 hgm 0.5 ===
g = .36} .

PUX =2 =prgw=l- -0.23 ={0.7

1}"g\’i (Q P01 4 1 (001 - 002) 4 3p b g) = Ot 2+ 0.05 = 2057+ 003 = 1.5 1

{I} ¥inn V’a.r X3, VarY) cu, Clov AKX, Y

ﬁbnmg f':: -"{ =00 (.14 ‘}-;.‘}'!' k'(D.C‘l-E-Q,I"l{.‘.’-}‘:;gﬁ{p«}u gl = s;er_.;-;.uiq..“, 005 o A OTT4-0.08 = ;

3011 )
 Var(X) = BIX? = (B1X)? = 301 = (1577 ~[084R1] l
|

iﬁ"zr’}"} = EY” - BT = B o (21 {01 002 1) 4 {01+ 001+ g) =
L ~§~rf€ U'} = 077+ 0.23 = 1'

NUAES ST gml; .02+ 1-0. m+(~2\, B = 2g — 2p — 001 = 0.01
I(.m{‘i H BIXY| ~ EXIEY] = 001 0 =[0.01] E




Opppave 8
Pinn an verdi for &, slik at vektorene
/3 2 !
( o1, hojog i O
% 1 3
or lineach avhenize.

I '3 o2 0] ) o -
Lpsning. [ A B D =3h=0 = E?a )
i 501 3

Oppgave T

T utganspunkt [ funksjonen:

Flm,2e) = 32F ~ dpamg — 25 4 23y - Yoz + 6

(s} Skuiv £ pd formen x7 A% 4 #x 4 ¢ der 4 er en synsmetrisk 2 % 2-matrise og 7 er
en 1 2-matrige.

gy sm—‘zuﬂr, ; )
iLasmng.fi.m 2 -1 ) {2 - }

ib) Finn ;j: Vis ab A ex invertibel, og bruk delie til & vise as f har eff cotydig stasjonart
punki. {Du trenger ikke & finne det sinsjonmre punktet.)

‘ 3 =20 o ; 7 { Bay-dzn 42
—_ T el 2 - oo ’ :
2x+ B 2,( -3 -1 ) ( T2 ) Ty ") k —dag - Lug - 7 )

BE o e Bdx + BT = 0. Siden JA] = 8~ 4w -7, eksisterer 471, sk 24x b BT =

- 3 3 =
0 gmp X = ( ~i ) e LATART ( ) ( ? ) . Dot stagjonsere puskiet
¥y 7

By -2

{ssning.

A

finner vi ved & regne ot detee,




Oppgave &
G b Bra st 4 og B er evmmetriske nocn moadrizer. (At Aog B e sy medrigke, er det gamme
somasigt A= AT og BB lax= {3 2y - #n }T , 0 besvar oppgaven uifra
sebainger 1 boka sller forclesningens. {Det er ikke ngdvendiy 4 oppgl novaktiz refereanse il
setuingene du hruker.)

{8} Vis at A4 + B or syoupettisk og at xT{A - Blx o= 2 dx 4 x¥ Bx.

Lasning, Bon setning sier ab {4 + 87 = AT + BT, Hyis A op B e syminetriske, vet vi at

AT = A ag BT = B Derfor (A4 B) = AT 4+ BT = A+ B. Dette viser at A+ B o

symnietrisk.

xTiA - Bix

b) Forklsr ub fra definisjonen ev pogitivt definitt, at beis x7 Ax g xT Bx er positive
definitte kvadratiske former, s v ogsil den kvmdyatiske formen * T A+ B)x positive
definitt, Vis ot hvis bide 4 og B bare har positive egenvordier, sé har ogsi A + B
bsre positive egenverdicr.

G A X B)x = T Ax b xT Bx ved & Benyite de to distributive loveno,

Lgsming. At xT Ax og x7 Bx positivi definitte betyr at *xT Axe > U og og x7 Bx > 0 ¢h lenge
|% # 0. Dermed er oged o X* Ax + =T Ex = 0 sh lenge x # € Dette er definisjonen pd
fpositivt definity, eh x7 Ax 4 T By = 2T (4 + Bix er altsd positivt dedinith.

[Hvis A og B bore har pesitive egenveedier, vef vi fra en setning st xT Ax og xVBx er
positivt definitte kvadratiske former. Dermed veb vi al dee kevadpasiske formen xT{A 4 Bix
er positivt definitl. Fra. den gatipe seimingen vet vi dermed at 4 + B, hare har positive

epenverdior.




Institutt for samfunnsgkonomi

Sensorveiledning it

Eksamensdate:

Totalt sntalk sider:

MET 22141 Matematikk valgfag

22,0500, §%00 ~ 1400

Oppgave 1
{a) Fium den generslle laspingen ov den separable differensiaibkningen
e Qﬁyg
Lasning. & = %y wem ]% e D e ; w3 O -

(b} Finn lgsaingen ay differensiallikuinzen

g - i;!ju“- t"f,"l
sorn titedstiller 9(0) = L.
| Losning. Iv‘{itgren nde ﬂud e £lye *6 o £ o= gt o= 13y
%C.'..; (O) 1 ogit 7= 1 ( i
{c} Finn ﬁf\szzirxgm a '
i — 30y + 225y = 450
s Hifredstillor 4(0) = 0 og 90} =4
r=15 == 1 = (44 Bl =2 =
2554 4 B 1BRE HEOY = 15A + 5‘ w0} =
2= = A=-20g B=34




Oppgave 2
T atgangspunkt 1 varissionsproblemet
%
max[ {ing -+ yjdt, ¥{0)=0op y{2) = 2.
s

{#} Fiun den generelte losningen sv Euler-lkningen for datte probleraet,

ceine DE O
Lasalng, 5~ £ ag)

-+
y(t) = dnft 4 O}

{h) Fion lespingen av Hkaingen i {a) som tilivedstiller initislbetingelsene,

Lgsaing. 4{0) = 1a(Cy) + C = 0,4(2) = In(2 + 1) + Cs = In % woms (2 + O3] — (1)

iskap opererver blant annet med et liie tomotors Hy soms kun tar 10 passasjerer.

3 wipet har erfaring for at en person som bar kispt bileté med sannsvulighet p = 0.8

vil mote fram bl avesng.

{#} Er n vare antall billebier som selges og la X vare antall passasjerny som meter
rarn til avgang. Hve kalles fordelingen 5l X 7 Anta st selskapet sefger nom 10
hiletter. Berege P{X = 10}) og 2{{X = 9}).

It pening. B
PUX =108 [
PUX =0} = 10p%(1 - p

{h) Det ken varre {ristende for selskapet og selge flers hiletter enn det er plasser pa flyet,
o hape at fkke alle meter opp. Fa fybilett koster 1000 Y. Dersom o pasassjer
mater opp og Hde for plass ph Bvel regner selskapet med om md uh med 3000 Ly 1
erstatning til passasieren.

Lo ¥ vare summen av eveatnolle stalninger,

(i} Anta at selshapet selger 11 biletter, Beragn £(Y).
{3} Amta at selakopet selger 12 bilester, Berean B(Y),
(i} B selskopet sdlge 30, 1R, 12 efler 13 bilotter dersom det onshor of mak-
simere forventingen 4l netfolnniekton, 2 = 1000n-— ¥, der » er antall solpwe
biistter.

Lgswing. (1) B{Y) = p(11) - 3000 = (.083 - 3000 — 255.0 <o

E{E] = 11000 - 255.0 =10745.0 o

(1) BUY ) == p{31) - 3000 + p{12) - 6000 = 0,206 - 8600 + 0.068 - 8000 = 1028, ==
P} = 12000 — 1026.0 =10074.0

{11} B{Y') = p{11) - 8000 + p£12) - 6000 + p(13) - DOGG =

(368 - 3000 + D178 - B - 0.054 - 8000 = 2358.0




Oppgave 4
T stokastiske variabler X oz 1 er shoulter fordelt med sanvsyolighetstesthet [ gibt ved:
Sy = (8- ~boy ~ gy desom ~1 S oS lop ~25¢ 22 [{w,y) = Oellers.
Hoer er b oon konstant 0 <0 <1
(2) Binn fxloy == [20 Flaswidy

Lasning. Fx(w) = jjg L8 - 22% — bay - My =

(b} Beregn B{X™)

R g 3 3 2
g BHE ~ qat)de =

Lgsning. f‘:{Xﬁ} i f_n[;ﬂ :z:gfj._-{;z:)g‘ oo

() Beregn kovariensen mellvm X o ¥ oatbrykd ved b

E

Legsning, Cov{X,Y) = B(XY) - BUOEE Yy = [, 70wyl yydedy - j_';“ j‘lY 2y (5 —

22 o by -y )dedy =

Opply-inger. X} =0 FiY) =0



Oppgave b

Fatimer By, #h og Be § den Bosewe vegresjonsmodellen ¥ o= @ + A5, + fozg 4 e ul fra de
fre ahservagionsne

vz = O, (a1, Doa) o= {

v = b {manase) = (0,0)

Yq =1, (-‘51,11, &C’.z;:} = 52\ i
Du far oppgitt ab

ol
!
i
el

-3
4 -3 2 R w2
e 5 o) =f 1 FE
P T = 3
>3 s ] 2 1 L]
2 £ 2, F &

Lagsning.

Pl e e
<
=




Oppgave 6
Vis ot vektorene

<
)

i
)
<

s
[
<

3
<t

o O
W"

3

er fnewrt gavhengige. Kan veltoren

33
[ = 0
s g

wktryldes som an Bnserkonbinagion av v, vo of v 7 Begrunn svarene,

|8 0 0
11 0 l=8 # 0 == vy, V3 0g vs er lineawrt vavhenmige. Dette betyr at Hkningssys-
303 31

fenrl

300 €1 4
eyvyreave fogvees ] 110 e = 8
: 3 3 3 21 f

Lar en entydig lsning. (Evt bemerk ab u = vy — vz 4 2vg)

Oppeave 7

Ta utganspunkt 1 funksjonen:

Fles, @) on —dad b Juyas + 23 4 oy b Bag b |
§ po formen x¥ Ax 4 Bx o det A er en symmetrisk 2 % 2-matrise og £ v en {2
ise, og finn velioren 2{ Tinn vgenverdivne 8l 4 op avgier om den kvadraiiske formen
x7 Ax er positiv definitt,

v, f Zea=8ee1
( )

af .
o 8 42y 48

—

51,1826 eller A = «,}a,f?ﬂ 3 a4, 192 6. Siden thkhwe begge er positive, er
itiv definiti

Oppgave B

O nhab fra ab A er en 3« B-matrise, og 64 det finnes en invertibal motrise P slik ot
10 40
PIRAP =} 0 2 0
0 0 3

Finn cpenverdiens Bl AL

Losing, |P~LAP — Al| = [P AP — P~UdP| = 1PV jA — M||P| = |4 ~ a1}, Decfor o
cgenverdiens til 4 og P

(s




m HANDELSHEYSKOLEN Enstitutt for samfinnsgkoomi

Sensorveiledning & MET 22141 Matematikk valgfag

Eksamensdaka 19.05.10, k1 08.060-14.00

Tillatte hielpemidler:  Alle hjelpemidler -+

eksamenskalkulator TEXAS INSTRUMENTS BA 11 Plus™

Tunfgringsark: Ruteark

Tobalt antall sider: 6

Opopgave 1
@
. dy ;
wg =1 f;—E =1 pdy = {dt ywdy = | tdt
{
f?fli—- fi..}.(*' M
y=-vE+C ler ¥ 8+ O
()
o ! o i &t
ig-by=¢ T
¥yry ¥ tj 7
Integrercnde faktor er ef 19¢ = el Da vi slal firme losningen som tilfredatiller
w(1) = e kan vi forugsette af £ > 0. Integrerende faktor blir de
e!ua o f
Vi mé derfor lose (yt) = 5+ ¢ =¢f yt = feldt = ef + O
€4+ 2 ,;r{l J e+ (, == ¢ medfarer at C =0 Det vilsi y= &
() § - 165+ 04y =

Likeningen % — 1(‘ r <+ 64 = () har lgsningen r = 8
Den homogene lgsningen er dexfor pd formen y = (Af + B)e™
En spesiell lgsning vil veere y, = 617} Den generelle losningen blir darfm‘

y= (At + B)e™ + & y{0} = B+ g =0 Herav fplger B = - ﬁ,

y o= (At~ }cﬁf +3 = Ad® ( ----- )-8 f.:; )m-ximazz
Heray f\;ige = 2 Losningen ¢r y = ( gi ~ e+ &



Oppgave 2

(a) F{t,y.9) =wy+dy+e¥

AF v ¥ ? e s
an:::ij{-e ’Lr f?—(:g;-&ﬂ-*-ﬁ d’&{()‘m> ..... dt(y—m(’ykhrq}:y’e} g+ 'y
Buler: 48 — (95 = g4 o) — (§ + ¥ + ey} = —e¥j = 0

Herav fiser at 3 = 0 g=C g=Cit+Ch
{b) y(0) = Cy =0 )=+ Cy=Cy =1 Lgsning y=1t

Oppgave 3

La X veere antall konkuranser som ban vinner, La ¥ were total sevinst,
(=

{2) X er binomisk fordelt.
(B P(X'w = ( j ) 0.15% - 0.85 == 0,0574

(€} B(X) =np=23-015=045 LY} = EEBO00X) = 8000 0.45 = 3600
(d) Var(X) = np(l —p) = 3-0.15-0.85 = 03825 Vor(Y) = R000°% - Var {(X) =
80007 - 0.3825 = 24480000
{2} Lo s std for begivenheten at han vinner konkuranse nr ¢ 4 = 1,2,3
La fi st [or begivenheton at han flke vinner konkuranse nr
PUX = 0) = P(fifofs) = (1 = 0.2)(1 — 0.3)(1 ~ 0.4) = 0.3360
PLX = 1) = Plsi fafs) + P(fisafs) + P(fifass) =
0.2-07-06+08-03-084+08-07 0.4 = 04520
PLX = 2) = Plsisafs) + Plsyfass) + P{fis283) =
0.2-03-06+ 0'3 0.7-044+08.-05-0.4 = 0.1880
F{X = 3) = P(3,8085) = 0.2 0.3 - 0.4 == 0.0240
Kondroll: § 33»60 + 04520 - 01880 + 0.0240 == 1.0
E{X}=0-0.3360+1 04530+ 2 0.1880 + 3 - 0.0240 = 0.9

Oppgave 4
faey=e nr 220 Fflz)=0 cllers

{a) [0, Fladde = [P e ®dr = -] =
S (S
Benytter delvis integrasjon:

[ mflayde = [ xemoda = fo{—e )5 ~ [ {—¢ *)da = (0—0)+ e da =
&

a9
=



f‘_):\, @ fw)dm o= f;o e G | J;{’ Qa(—e *Yda = O+ jnm Qe Py =

2f v Tdr =2-1=2

Oppgave 5
{41}
3 A Poe
folz) = / Fla,w)dy = j (e 4 ye e V) dy =
o —0G 4] 2 l

1. §%
é\/ (fx’ff)_mt’ Yy 4+ ye»--mﬂ. -:"{}{.’gﬁ s
3}

1 e Sl
3{ / (e dy + ] ye Te Vdy) =
2% 1y 4

1 i 1 20
5 P j & ¥dy 4 “_,—)Cm'r [ yc‘?’}dy —
g & 5]

. - o <
:;"( 1"?“':}-.’; 1\? “5{5{" Fep )

(b)

1 o . 1 co o] 1 r
q/ r'e cr’JH—i we Cdp s — - 8 }‘Err.ﬁ
=Ju 2k 2 @

()

2 2
1 20 o &3
= {.531,71 et }(i’! e {’Lir Fdx + f ey} =
2- R H O
S(6+2) =5 =4



(d)
E{(XY}= f / ay(s(we e +ye e V) dady
s o 2

Vi tar en inftegragjon av gangsu

1 ’
5 (2%ye~"e™¥ + zyte e Vidy =
Ju

2

1 X 1 e
ot g oy Dy,
—YE J[ ae”Vdr + Zyte *’j e Ty =
Jo 2 B

i t E 5
ZpeV 2 mte Y L e 4 2yt
Byg i '2"’{ ¢ Lwmoyem T A 31

Intogrerer vi dette med hensyn pé o far vi:

o= b o 1
/ [?fﬁ”y tgieidy= (45 -2 =2
Jo 2 i 2

{e}

Cou(X,Y) = B(XY) ~ BX)E(Y) =2 3 - % = ~;

Oppgave 6

(a) Regresjonskocffisientene er A = (XTX} ' XTY
101 1Y fro0o1 1 40
11 01 1100 -1 1 -3
: 0 =0

o= 31 _r; "

0 1 -3 &

L e v



L 2 4 i 2 5
0 -1 ¢ 1 0 2
44 V.
XY =11 9 g o0 1 2
1 2 =1 =1 2 1
S EAVERNNE
N 6 2 -1 1 2 I
B=(X"X)7XY = O 5 s 1=,
o 1 -2 % 1
~5 3 0
Oppgave T
Iy 2 &
oy, mvsl =11 b 10 {= ~h2 4 4h—12
{11 1]
Jeg ma vise A% 4+ 4h — 1240 for alle vordier av A
Forsoker vi 4 lose likningen ~h*+4h~12 =0 i vi Fooe ABYoR )

.2

Da vi far noe negativi under kvadratroten har Gkningen ingen Ipsning.

Oppzave 8

Flag, wo,0) = 327 4 2y + 0] + 325 4 iy + 220 + 42a + 1

Finner forst matrisen 4 . Pa diagonalen vil verdiene vaere koeffisientene forran 28 =
og 23 . Slikat oy =3, aum= 1, am =8 For de gvrige posisionene i motrisen A
bliv verdien halvparten av den tilsvarene koetfisienten slik at ‘

a
{1y = gy = ﬁ = i

A=11 10} B=(124) oge={1)})
00 3
_ ‘ 6 2 0 z 1 Gy + Zan -+ 1
U=040+B =220 Zy |+ 2 =) 2m 42,2
0 0 8 o3 4 By + 4

For a finne egenverdiene til 4 loser vi lkningen
3-x 1 0 |

fA -~ Al = 1 dl=x 9 i

] 0 8-Xj

e Wi 1R B = B W D (T e K)o e B

5



(3 M(A* — 43+ 2} =0 som har de tre positive lpsningene

A=3 MN=2-vZ N=24+v2.

Den kvadratiske formen er positiv definitt,



HANDELSHEYSKOLEN Institutt for Samfunnsgkonomi

Lgsninger i: MET 22141 Matematikk valgfag
Dato: 16.06.2011, 09:00 — 14:00

Tillatte hjelpemidler:  Alle hjelpemidler +
Eksamenskalkulator: TEXAS INSTRUMENTS BA Il Plus™

Innfgringsark: Ruter

Totalt antall sider: 5

OrrGave 1.

(a) Vektorene {vy,vs,vs} er linezert uavhengige hvis og bare hvis det(7) # 0. Vi regner ut

1 3 h
det(T)=|h 2 1|=1-(2h-1)—h-(Bh—h)+1-(3—2R) = —2Kh2+2
11 h

Dermed er vektorene linewrt avhengige nar —2h? + 2 = 0, det vil si nar A = +1, og vektorene
er lincart uavhengige nay b # +1.
(b) Vi ser pa matrisen med vektorene {Tvy, T'va, T'v3} som kolonner:
(Tvy Tvy Tvs)=T-(vi vy v3)=T-T=T?
Nar A = 2 har denne matrisen determinant
det(7?) = det(T)* = (—2n%2 +2)2 =36 £0

Dermed er vektorene {Tvy,Tvg, T'vs} linewrt uavhengige nar h = 2.

OPPGAVE 2.

() Den karakterstiske likningen til A er gitt ved

5-x 1 ~1
0 3-X2 0 |[=B-NMA2-90+18)=0
-2 -1 4-2

Dermed er egenverdiene til A gitt ved A = 3, X = 6, og dette viser at A = 3 er en egenverdi og

at de andre egenverdiene kun er A = 6.
(b) Vi har at

- 5 0 -2 5 1 =% 29 7 -13
B=ATA=[1 3 -1|-{o 3 o)=|17 11 =5
-1 0 4 =8 1 4 ~13 -5 17

Siden
det(B) = det(ATA) = det(AT) det(A4) = det(A)? = 542 £ 0

sa folger det at B er invertibel. Videre har vi

.Bfl - (ATA)fl s A—I(AT)—I = A—l(Afl)T



-

Vi regner ut A~! ved hjelp av den adjungerte matrisen:

L {12 -8 3
A‘I:—4 0 18 0
M\ 3 15
Dette gir
L (12 =3 3\ (12 0 6 {3 -1 2
Bl=—(0 18 0 Mo -3 18 3 S -1 6 1
4\¢ 3 15/ M\3 o0 15/ %M\la2 1 5

Alternativt kunne vi beregnet det(B) og B~! direkte, uten a gi veien om A.
Vi har at de stasjonare punktene for f er gitt ved

46 46 |
ngBx—k 26| =0 <« X=713_1 26 1 =1-1
gx 2

-2 -2 -1

siden B er invertibel.
Nar vi setter y = Ax, sa har vi
xTBx = xTAT Ax = (Ax)T(Ax) = yTy > 0
siden y'y = 3 + 2 + y2 > 0. Dermed er den kvadratiske formen positiv semidefinit. Siden

det(B) = 54? # 0, s er ingen av egenverdiene til B null, og dermed er den kvadratiske formen
til B ogsé positiv definit.

OPPGAVE 3.

Differensiallikningen y” + 3y’ — 28y = 14 er lineser av andre orden, og har lgsning y = yy + yp-
Vi finner forst yp, ved & lgse den homogene likningen 3" + 3y’ — 28y = 0. Den karakteristiske
likningen er

P 4+3r—28=0 o r=4,-T7
Dette gir y, = C1e* + Cae ™. Vi finner si en partikuler lgsning pa formen y, = A med A

konstant, som gir
1
—284=14 & A= —3
Dermed er den generelle lgsningen gitt ved y = Cre* + Coe™™ — 1/2. Vi setter inn initial-

betingelsene y(0) = 2, y'(0) = —1, og det gir
C14+Ca—1/2=2,4C, - TCs =-1 <« 0123,02:].

Dermed er lgsningen y = %e‘” e T~ %

Differensiallikningen 3’ + 2¢’y = e er linear, og vi finner integrerende faktor u:

t

/Zetdt:2ct+6' = y=e*
Vi multipliserer differensiallikningen med integrerende faktor w og far
o Tty g (yew)’ Y.
Integrasjon og divisjon med w gir generell lgsning
yelt' = / ete? dt = éczet +C & y= % g
Vi setter inn initialbetingelsen y(0) = 1, og dette gir

1
l=-+(0e? « G:EeQ

1
2
Dermed blir lgsningen y = (1 + e2-2¢h),




(c)

Differensiallikningen ty’ = 1+t +y+ty = (1 +t)(14 y) er separabel, og den separerte formen
av likningen blir

1 , 14+t 1 1 1
—_— = = 1 ~ dy=1{ - 1) dt
].+yy t t+ L4y ¥ (tJr)

Integrasjon gir dermed

1 1
m”dy_/(z+1> di < h|l+y=ht|+i+C

Vi lgser for y og far
1+y =440 = gt o y= Ktet — 1

der K = £¢C. Vi setter inn for initialbetingelsen y(1) = 1, som gir 1 = Ke — 1 og dermed
K = 2/e. Lgsningen er derfor y = 2te!~! — 1.

OPPGAVE 4.
Variasjonsproblemet blir

4
min / Kyple™™dt, y(0) =0, y(4) =30
0

der 7 og K er positive konstanter, med F(¢,1,7) = Kg?e™t. Vi undersgker om F er konveks
funksjon i (y,7): Vi har £, = 0 og F) = 2Kye ™, og dermed far vi
7 /A "o —rt 1ol il N2
Fyy = Fyy =0, Fyy =2Ke " >0 = Fnyyy — (Fyy) =0
Dette betyr at £ er konveks som funksjon i (y,¥), og derfor er enhver lgsning y*(¢) av Euler-
likningen og initialbetingelsene en lgsning av variasjonsproblemet.
Vi finner Euler-likningen ved 4 regne ut

d :
Be=0, B =0 = Equ = 2Kije ™ + 2Kge " (~r) = 2Ke " (i — rp)

Dermed er Euler-likningen gitt ved
0-2Ke ™({i—rg) =0 & §—-rg=0

Vi far at y = Ae™ + B siden Euler-likningen er en homogen andre ordens linezer differensial-
likning. Vi setter inn initialbetingelsene y(0) = 0, y(4) = 30, og dette gir

30 B— 30

— 4 = =
A+B=0,4"+B=30 & A= B=-——

Lgsningen av Euler-likningen og initialbetingelsene er dermed

Den totale neddiskonterte kostnaden ndr y = y*(¢) blir

; et 2 4
f4 Kife ™ di = f4 X 3.40mi e 900K+? [e™]® _ 900Kt
0 0 e —1 (64r = 1)2 T 0 947' -1

Nar r = 0.08 og K = 10.000, blir den totale neddiskonterte kostnaden 232Xr ~ 1.909.167.
3



OPPGAVE 5.

(a) Viharat P(X =2,Y =y) = P(X = z) P(Y = y) siden X og Y er uavhengige, s&
% y . OF
P(X:w,Y:y):e_gz—-e_lLf =
x! y! zly!

Innsetting gir P(0 —0) = e~ ~ 0.0498, P(1-0) = 2e~3 ~ 0.0996, P(2 — 1) = 2% ~ 0.0996.

(b) Vi har at P(X =Y, X <4) = P(0—0) +---+ P(4 - 4), 54
PX=Y,X<4)=e*(1+2+1+2/9+1/36) = 42573 ~ 0.2116

Dette er sannsynligheten for et uavgjort resultat med maksimalt fire mal til hjemmelaget.
(c) Vihar P(X =Y|X <4)= P(X =Y,X < 4)/P(X £4). Siden

PX <) =P(X=0)+-+PX=4)=e*1+2+2+4/3+2/3) =Te 2
s§ far vi
4.25¢3

o 0223

PX=Y|X<4) =

(d) Vihar P(X +Y 22)=1-P(X +Y < 2) og
P(X+Y <2)=P0-0)+P(1-0)+P(0- 1) =4e3
si P(X +Y >2)=1—4e"~0.8009. La Z vere netto utbetaling i veddemalet. Da har vi
g fa—1 X+Y=2
I X+Y <2

der I er innsatsen. Setter vi p = P(X+Y > 2) ~ 0.8009, finner vi at forventet netto utbetaling
blir
E[Z)=(dl - Dp+ (-D)(1—p)=dlp—I=1I(dp—1)

Veddemalet gir forventet netto inubetaling om E[Z] < 0, dvs dp—1 < Oeller d < 1/p ~ 1.2487.
Altsd lgnner det seg & tilby veddemalet om d < 1.2487.

OPPGAVE 6.

(a) Vi regner ut fx(x) nar 0 <z < 1 ved integrasjon:

Vi har f(z,y) > 0 for alle z,y, og regner ut

1 1 9 AL
f fx(x)dz = / (223 +z)dz = St sxf| =1
0 0 4 2

Dermed fglger det at f(z,y) er en sannsynlighetstetthet.
(b) Vi regner ut E[X]:

b e o 2. 1]t 2
E[X}:]U z(2x +x)dm={g$ +§m] _5+
For & finne Var[X] regner vi forst ut E[X?]:
L Do 1ot 2,1 7T
EX? = | 222 +z)de= |22+ -2t =2+ =
[X#] fam(x+r)m 67:—1—4? 6+4 5

Dermed er

y 5 7 e w1
Var[X] = E[X?] — E[X]* = - (B) ——

4



(¢) Siden f(a,b) = f(b,a) for alle reelle tall a,b (symmetri om linjen y = z), s& kan vi bytte om
rollene til z og y uten at integralet endrer verdi

Bix) = [ [sre 0 dyte - | [viwasay= [ [4 .4 doty = B

Dermed er E[X"] = E[Y™] for alle n > 1. Da har vi

E[Y] = E[X] = T; VarlY] = E[¥?] — E[Y]? = E[X?] - BIX]? = Var[X] = =

0
(d) Viregner ut L[XY] ved integrasjon:

E[XY] = //my ﬁfcyz + %) dydI*/f 433 +4$2y4)dyd:c
1, 1 4., 4.,
E dw = =
/0433 {By} + 4a? L}y]o = jo (Sx +5$)d:r
4 5.4 3 18
e -_— 4—:"3 S
57 T, 15

Dette gir Cov(X,Y) = E[XY]
(e) Vi har at

==

-BXIEY] =4 - (})' =5

1

1 4l 1 g1
P(X>1/2,Y >1/2) = / / dzy(z® + y*) dydz = f / (423y + 4xy®) dydz
1/2J1/2 1/2J1/2

St 1 % ‘ 1
—/ 43 Fgﬂ] + 4z Fyﬂ dx :/ (313+ Em) dz
1/2 27 lijo 4

1/2 1/2 \2 16
3, 15, 38 15 15 3 45
=|=z*+—x ===
8 32 |, 8 16 32 4 6



HANDELSHEYSKOLEN

Institutt for Samfunnsgkonomi

Lgsninger i ELE 37191 Matematikk valgfag

Dato:

16.06.2011, 09:00 — 14:00

Tillatte hjelpemidler:  Alle hjelpemidler +

Eksamenskalkulator: TEXAS INSTRUMENTS BA 1l Plus™

Innfgringsark: Ruter

Totalt antall sider: 5

(a)

Orraave 1.

Vektorene {vy,va, va} er linesert uavhengige hivis og bare hvis det(T") # 0. Vi regner ut

1 3 h
det(T)=|h 2 1|=1-@h—1)—h-(Bh—h)+1-(3—2h)=—2r"+2
11k

Dermed er vektorene lineart avhengige nar —2h2 4+ 2 = 0, det vil si nar h = %1, og vektorene
er linezert navhengige nar b # £1.
Vi ser pa matrisen med vektorene {T'vy, Tva, Tvs} som kolonner:
(TVl T’Vz TVg) = (V1 Va Vg) =1T-1T= T2
Nar h = 2 har denne matrisen determinant
det(T?) = det(T)* = (—2r* +2)2 =36 £ 0

Dermed er vektorene {I'vy,T'vg, Tva} linezert uavhengige nar b = 2.

OPPGAVE 2.

Den karakterstiske likningen til A er gitt ved
o ! -1
0 3-X 0 [=B-NO-92+18)=0
—2 -1 4-A

Dermed er egenverdiene til A gitt ved A =3, A = 6, og dette viser at A =3 er en egenverdi.

Alternativt kan man vise at A = 3 er en egenverdi ved a sjekke at det(A — 3I) = 0. Vi reguer
ut egenveltorene til A med egenverdi A = 3 ved a luse likningssystemet

2 1 -1 T 0
(A-3x=0 & 0o 0 0 yl=10
- ! N z 0

Vi ser at at andre likning er irrelevant og kan tas hort, og at tredje likning er lorste likning
multiplisert med —1, og dermed ogsi irrclevant. Derfor kan vi velge y = s og z = ¢ sow fric
parametre, og nar vi loser forste likning for z far vi

1 1

2r=— = —1
T y+z = = 28+2



(a)

Vi far dermed at egenvektorene for A = 3 kan skrives som

x —%s—f—%t 1 -1 1 1
Y| = 3 =3 2 s+§ 0]t
z t 0 2
Vi har at
5 0 -2 5 1 -1 20 7 —13
B=ATA=|1 3 -1 0 3 o0)=|7 11 -5
-1 0 4 -2 -1 4 —13 -5 17
Siden

det(B) = det(AT 4) = det(AT) det(A) = det(A)” = 547 = 2916 # 0
s3 fglger det at B er mvertibel. Videre har vi
B—-l — (ATA)QI — A—l(AT)fl = A-—I(A—l)T

Vi regner ut A~! ved hjelp av den adjungerte matrisen:

L (12 -3 3
A‘I:—5—4 0 18 0
\e 3 15
Dette gir
L {12 -3 3\ | (12 0 6 L3 12
Bri=zl0o 18 0].2|-318 3)=c|-1 6 1
54\g 3 15/ \3 o 15/ M\l2 1 5

Alternativt kunne vi beregnet det(B) og B~! direkte, uten & gi veien om A.
Vi har at de stasjonare punktene for f er gitt ved

46 46 i
8 1
l:23x+ % |l=0 & x=--B'{2]=][-1
ox 2

-2 —2 —1

siden B er invertibel.
Nar vi setter y = Ax, sa har vi

xTBx = xTAT Ax = (Ax)T(4x) = yTy > 0
siden yTy = 4 + 42 + 42 > 0. Dermed er den kvadratiske formen positiv semidefinit. Siden
det(B) = 542 # 0, sa er ingen av egenverdiene til B null, og dermed er den kvadratiske formen
til B ogsd positiv definit.

OPPGAVE 3.

Differensiallikningen y” + 3y’ — 28y = 14 er linezr av andre orden, og har losning y = yp + Yp-
Vi finner forst yp, ved & lgse den homogene likningen y” + 3y’ — 28y = 0. Den karakteristiske
likningen er

4+3r—28=0 & r=4,-T7
Dette gir yp = Cre® + Cose~™. Vi finner si en partikulaer lgsning pa formen y, = A med A

konstant, som gir

—WBA=14 & A:~%

Dermed er den generelle lusningen gitt ved y = Cie® + Che ™ — 1/2. Vi setter inn initial-
betingelsene y(0) = 2, ¥'(0) = —1, og det gir

3
01—"02—'1/2:2,401—702:71 = 01:§,Cg=1

Dermed er lgsningen y = Se¥ + e — 3.




(b)

Differensiallikningen 3’ + 2ety = €’ er linewr, og vi finner integrerende faktor
/2e*dt:2ei+0 = u=e
Vi multipliserer differensiallikningen med integrerende faktor u og far
Y2ty =t o (yezef)’ — o2t

Integrasjon og divisjon med u gir generell lgsning
1 1
y628t= /etEQStd£:§628t+O o y=§+06_261
V1 setter inn initialbetingelsen y(0) = 1, og dette gir
1

: 1
]_:§+Ce*2 & 02562

Dermed blir lgsningen y = %(1 -+ ezfzet).

Differensiallikningen ty' = 1+t+y+ty = (1+1¢)(1+y) er separabel, og den separerte formen
av likningen blir
L g Tt 1 1 1
—y=—==-41 & ——dy=(-+1)dt
T+y? " ¢ 3 ity Y (t+)
Integrasjon gir dermed

‘/lJlryd? =.[ (llerl) dt < |l+yl=h[+t+C
Vi lgser for y og far

14y =+eHH+C — gret o y=Ktef — 1
der K = +e®. Vi setter inn for initialbetingelsen y(1) = 1, som gir 1 = Ke — 1 og dermed
K = 2/e. Lgsningen cr derfor y = 2tef~! — 1.

OPPGAVE 4.
Variasjonsproblemet blir

4
min/ KiPe ™™ dt, y(0) =0, y(4) = 30
0

der 7 og K er positive konstanter, med F'(t,y,%) = Kg?e ™. Vi undersgker om F er konveks
funksjon 1 (y,4): Vi har Fj, =0 og F?; =2K9e " og dermed far vi

"o I« =Tt a /B nI/ N2

Fyy—Fyg—O, Fyy—zKC L >0 = Fnyyy (Fy,y) =0
Dette betyr at F' er konveks som funksjon i (y,9), og derfor er enhver lgsning y*(t) av Euler-
likningen og initialbetingelsene en lgsning av variasjonsproblemet.
Vi finner Euler-likningen ved a regne ut
o d e o T .
F, =0, F,=2Kge™ = EF; = 2Kje " + 2K e " (—r) = 2Ke " (i — ry)
Dermed er Euler-likningen gitt ved
0-2Ke™({—ry) =0 <« d—rp=0

Vi far at y = Ae™ + B siden Euler-likningen er en homogen andre ordens lineser differensial-
likning. Vi setter inn initialbetingelsene y(0) = 0, y(4) = 30, og dette gir
30 30

L

A+B=0,A"+B=30 « A=

Lgsningen av Fuler-likningen og initialbetingelsene er dermed
30

* rt
y_eil'r_l(e 1)




Den totale neddiskonterte kostnaden nar y = y*(¢) blir

4 4 i\ 2 o) red .
/ Kifet dt =/ % (30?"6 ) B (QOOKT [e_] _ 900Ky
0 0

etr —1 efr—12 ||, ev-1
Nar r = 0.08 og K = 10.000, blir den totale neddiskonterte kostnaden 25T ~ 1.909.167.
OPPGAVE 3.

(a) Vihar at P(X =2,Y =y) = P(X =2) P(Y = y) siden X og Y er uavhengige, s&
IR A L

P =2,Y =y =¢€ i y!—e e

Innsetting gir P(0 —0) = ™3 ~ 0.0498, P(1 —0) = 273 ~ 0.0996, P(2 — 1) = 2e% ~ 0.099

>

(b) Viharat P(X =Y, X <4)=P(0—0) +---+ P(4 - 4), sa
PX=Y,X<4)=e3(1+2+1+2/9+1/36) = 4.25¢™> ~ 0.2116

Dette er sannsynligheten for et navgjort resultat med maksimalt fire mal til hjemmelaget.
(c) Vihar P(X =Y|X <4)=P(X =Y, X <4)/P(X £ 4). Siden

P(X <4 =P(X =0+ +PX =)= *(1+2+2+4/3+2/3) =7

s& far vi

P(X=Y|X <4) =
(d) Vihar P(X +Y >2)=1-P(X +Y <2) og
P(X+Y <2)=P0-0)+P1-0)+P0—1)=4e?
s P(X +Y >2)=1—4e3 ~0.8009. La Z vare netto utbetaling i veddemalet. Da har vi

. S =1 XY >0
-1 X+Y <2

der I er innsatsen. Setter vip = P(X +Y > 2) ~ 0.8009, finner vi at forventet netto utbetaling
blir

E[Z] = (I — T)p+ (~D)(1 - p) = dIp— I — I(dp— 1)
Veddemalet gir forventet netto innbetaling om E[Z] < 0, dvs dp—1 < Oellerd < 1/p ~ 1.2487.
Altsd lgnner det seg 4 tilby veddemalet om d < 1.2487.

OPPGAVE 6.
(a) Viregner ut fx(z) ndr 0 <z <1 ved integrasjon:

1
fx(z)= f day(z? + y*) dy = [z(z® + yg)g}; —z(z?+ 1) -5 =223+ 2
0

Vi har f(z,y) > 0 for alle z,y, og regner ut
1 1 9 N
f Ix(z)de = / (2 +z)dx = |-zt + s2?| =1
0 Jo 4 2 1y
Dermed fglger det at f(z,y) er en sannsynlighetstetthet.
(b) Vi regner ut E[X]:

1 ¢ 1
' 2 1 2 1 11
EX]= [ z@ +2)dz=|22°+ 28| =S +-==
[X] /Ofr(erJ:) x [5$ +3$ . 5+3 5
For & finne Var|X| regner vi fgrst ut E[X?:
1 1
. 2 1 2 1 7
E[X? = 2093 s ao (B g ddi B e W
[X7] /(;a:(a: + ) dz % +4m . 6-1 =5

1



Dermed er )
7 11 41
i = 21 _ 2 = — — | — = —
Var[X] = E[X?] - EIX]’ = 5 (15) G

(c) Siden f(a,b) = f(b,a) for alle reelle tall a,b (symmetri om linje?y = 1), s& kan vi bytte om
rollene til z og y uten at integralet endrer verdi:

= [ [i@navie= [ [y i dse - [ [ 1@ asty = Epy

Dermed er E[X™] = E[Y™] for alle n > 1. Da har vi

E[Y] = B[X] = % Var[¥] = E[Y?] — E[Y]2 = B[X?] - E[X]? = Var[X] = %

(d) Viregner ut B[XY] ved integrasjon:

E[XY]= / /:cy dzy(z® + y?) dydfr*// (dzty? + 42?y*) dydz

[ 1 4 15 _/ 4 4 .
7]04$ [Sy}qtﬂx:c {5y} dz o<3$ +55€ dw

B 4r+431_8
15 157 |, 15

Dette gir Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = & — (14)* = ok
(e) Vi har at

1 gl 1l
P(X>1/2Y >1/2) = f f 4zy(z® + y*) dydx = f f (4z%y + d2y®) dydz
/2412 1/2J1/2

vl 1 1 1
a1 1 3 15
= 43 {—yg} + 4z {y‘l] dx = [ (—rs + —x) dz
]1 /2 27 11 47 11/2 Jij2 \2 16

_[34 15 2}1 3 15 15 3 45

g% tT33”

e -+ = —
p 81632 4 64



Institutt for Samfunnsgkonomi

HANDELSHOYSKOLEN Kontinuasjon
Lgsninger i: ELE 37191 Matematikk valgfag
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Tillatte hjelpemidler:  Alle hjelpemidler +
Eksamenskalkulator: TEXAS INSTRUMENTS BA 1l Plus™

Innfgringsark: Ruter

Totalt antall sider: 4

Orraave 1.

(a) Viharat P(X <Y)=P(X=1,Y=2)+P(X =1,Y=3)+ P(X =2,¥ =3)= 045.
(b) Vilar ag P(Y = 1] =045, P(Y = 2) =030, P(¥ = 3) =0.25. Dertved f&r v
EY"=1"-045+2"-0.30+3"-0.25
Dette gir E[Y] = 1.80 og E[Y?] = 3.90, og dermed er
Var[Y] = E[Y?] — E[Y]* = 3.90 — 1.80? = 0.66
(c) Vihar Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y], og vi ser at
E[X]=1-060+2-040=1.40
og al
EXY|=1-020+2-(0.20+0.25)+3-020+4-010+6-005=24
Dermed er Cov[X,Y] =2.4— 1.8 1.4 = —0.12. Variablene ikke nuavhengige.

OPPGAVE 2,
(a) Viregner ut fx(z) nar 0 <z <1 ved integrasjon:
1
fx(@) = / k(z? — 2zy +12) dy = k [z — 2 + /3] ) = k(x® —x +1/3)
0
Siden f er en sannsynlighetstetthet, ma vi ha
1
/ kg2 —z+1/3)dr =k [$3/3 —g2 124 m/SL]) =kE(1/3-1/24+1/3)=k/6=1
0
Det folger at k = 6. (Vi har at f(z,y) = k(z? — 2zy + 3°) = k(z — y)? > 0, sa k = 6 gjor f til
en sannsynlighetstetthet.)
(b) Viregner ut den kumulative fordelingen F'{a,b) = P(X <qa,Y <bjfor0<a<log0<b<1

ved a regne ut integralet

a b
PX£a,Y =b= f f 622 — 122y + 6y dydz
o Jo

o a
. / 622 [yl} — 122 [y?/2]5 + [24°]) de = f 622 — 62b” + 25° dz
0 0

= [223b — 3277 + 2%z = 2a®b — 3a®b? + 2ab®



¢) Vi bruker fx(z) = 622 — 6z + 2 og regner ut E[X]:
&

! 6 b3 1
E[X]:/ z(6z? — 6z +2)dz = {—w 2 s +2$} =—-—3+2=
s 1 . 2 2
For & finne Var|X] regner vi farst ut E[X?:
1 fo 04 B0 6 6 2
E[X? = 20622 — 6z + 2)dz = |-2® — —z* 3 4 2=
[X7] ./(;x(fia: x+2)dx 51 i +3w0 == 5 Ty g
Dermed er

2
Var|X] = E[X?] - E[X] = ;(1) (é) _7

(d) Vi regner ut E[XY] ved integrasjon:

1 gl 1 pl
E[XY]= / ] vy - (622 — 12zy + 6y%) dydz = f f (6z3y — 122%y% + 6zy®) dydz
o Jo 0o Jo

'L i 5 [1 gl S A 3
= / 6z° {yz] — 1222 {~y3] + 6z [—yﬂ de = f (3w3 —dg® 4 r) dz
0 27 o 37 lo 47 o 0 2

[%4 4 4 3}1_1

i =
o ©

F T3 T
Dette gir Cov(X,Y) = E[XY] - EIX]E[Y] = L — (1)* = -4 siden E[Y] = E[X] ved
symrnetri.

(e) Vihar at

1 1/2
P(X >1/2,Y <1/2) = / / 62% — 12zy + 6y dydz
/2

1 «
_ /1 622 [y]52 — 123 [12/2])" + [2¢°] V2 o

/2
1
( —7w+ )dm—[aﬁsﬁsmz-l-lm}
1/2 4 4 11
3 1 7
~1-5+ -7

Alternativt kan man bruke at sannsynhgheten er gitt ved F(1,1/2) — F(1/2,1/2) og bruke
uttrykket for F'(a,b) fra oppgave b).

OPPGAVE 3.

(a) Vektorene {vi,va,vs,v4} cr linesert avhengige hvis og bare hvis minst en av vektorene kan
gkrives som en lineser-kombinasjon av de tre andre. Vi forsgker & skrive vq4 = ¢1vi+cava+c3va:

-2 1 0 -2 -2 1 0 -2 1
4 | =1 (0] +co 1 | +c3 1 = 4 =10 1 ; Co
3 3 -1 7 3 3 -1 7 c3
Siden koeffisientmatrisen har determinant
1 0 -2
0 1 1|=17+1)+3(0+2)=14%#0
3 -1 7

sa har likningssystemet en lgsning, og dermed er vektorene {v1, v, Vs, v4} lineawrt avhengige.
(b) Regningen i oppgave a) viser at {vi, va,vs} er linezert uavhengige: Siden determinanten i a)
er ulik null, har likningen 0 = ¢;vy + cava + ¢3V3 kun lgsningen ¢; = ¢p = ¢c3 = 0.
2



OPPCGAVE 4.

(a) Vi vet at A = 2 er egenverdi for A hvis og bare hvis det(A —21) = 0. Vi regner ut det(A —21):

4-2 -1 6 2 -1 6
2 1-—2 6 |=12 -1 6/=0
2 -1 8-2 2 -1 6

siden alle radene i matrisen er like. Dette viser at A = 2 er en egenverdi for A.
(b) Vi regner ut det karakteristiske polynomet det(A — AJ):
4—-Xx -1 6
2 1-X 6 |=M@—-2NMA2-9A+14) —2(=1(8 = A) +6) + 2(—6 — 6(1 — A))
2 -1 8-2A
Vi vet at A — 2 er en faktor i det karakteristiske polynomet, og vi forsgker derfor & forenkle og
faktorisere polynomet:

G-NA=-20A-7-20-2)+12A-2)=(A—-2)[4 - NA—-T7)—2+12]
De andre egenverdiene er derfor gitt ved
(4-NA-T)—2+12=0 & —X2+11A—18=0
Dette gir A = 2 and A = 9. Dermed er alle egenverdiene for A gitt ved
M=2 Ae=2 Xs=9
og det(A) = A\jAa)g =229 = 36.

OPPGAVE 5.

(a) Differensiallikningen y" + 8y’ + 16y = 32 er lincaer av andre orden, og har lgsning y = yn + yp.
Vi finner forst y;, ved a lgse den homogene likningen y” + 8y’ + 16y = 0. Den karakteristiske
likningen er

P8 +16=0 < r=-4-4
Dette gir yp = Cre™* + Cate™%. Vi finner sa en partikular losning pa formen y, = A med A
konstant, som gir
164=32 < A=2
Dermed er den generelle lgsningen gitt ved y = Cie™4t 4 Cate % 4 2.

(b) Differensiallikningen 2y’ + 2ty = te™ er lineser, og vi ser at venstresiden er (t%y)’. Dermed far

vi

t2y = /t(’_t dt = t(—e™*) — f 1-(—eMdt=—tet—e"+C

Dette gir
_ —t—-1+Cet
- t2at

OPPGAVE 6.

(a) Vi bruker F(t,y,7) = (8y* + 625¢%)e~"% og regner ut de partiell-deriverte:
Fl = 16y- e 008t 7 = 12505 - o008t
FEuler-likningen blir da:
F - %F{) = 16y - e 008 — 1250(j - €00 + e 0% (-0.08)) = 0
Division med e~0%8 -£ 0 gir likningen
16y — 1250(§ —0.089) =0 &  § — 0.08) — 0.0128y =0
3



(b) Vi lgser Euler-likningen §—0.085—0.0128y = 0 med initialbetingelsene y(0) = 1 og y(25) = €.
Differensiallikningen har karakteristiske rgtter

2 _0.08 —0.0128=0 <« r=0.16,-0.08

Dermed er den generelle lgsningen y = %16 4 Clye~ 008t Initialbetingelsene er 1 + Cr =1
og Cre +Cae? = ¢, og viser at Cy = 1 og Cp = 0 er lgsning. Dermed far vi y = €%16%. Siden
F(t,y,7) cr en konveks funksjon i variablene y og ¥, sa lgser y = %168 minimumsproblemet.
Den minimale verdien av integralet blir dermed

25 25
/ (8y2 s 625@2)670.08t dt = f (8 : 80.32t £ 625 - 0.16260'32t)6‘_0'08t dt
0 0

siden g = %16t . 0.16 = 0.16e%16 Dette integralet regner vi ut:
25

1
(8 + 16)e™ 2 dt = 24-@(66 —1) = 100(e® — 1) ~ 40,243
0 .
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