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Eksamen i ELE3719 - Matematikk valgfag
Torsdag 18. mai 2017

LOSNINGFORSLAG

Oppgave 1

Den utvidede matrisen til likningssystemet er

1 -2 3 -4 5
-3 6 -11 14 -3
1 -2 5 -3 14
Gausseliminasjon: 3 ganger rad I legges til rad II:
(1 -2 3 —4 5]
0O 0 -2 2 12
|1 -2 5 -3 14]
Rad I trekkes fra rad III: ~ _
1 -2 3 -4 5
0 0 -2 2 12
0 0 2 1 9]
Rad II legges til rad III: ) )
1 -2 3 -4 5
0 0 -2 2 12
0 0 0 3 21]

Dette er en matrise pa trappeform (det finnes andre).
Det nye likningssystemet
X1 —2x9+3x3—4x4=5
—2x3+2x, =12
3x, =21
har de samme lgsningene som det opprinnelige. Likning III gir x, = 7, likning II gir da at
—2x3 =12—2-7, dvs x3 = 1. Den andre kolonnen har ingen pﬁﬁ Xy =s for en fri

parameter s. Likning I gir dermed x; =5+ 2s —3-1+4-7 = 25 4+ 30. P4 matriseform:

X1 2 30
x| |1 " 0
x| |0 1
X4 0 7
Matriseformen Ax = b til likningssystemet har
1 -2 3 -4 il 5
A=|-3 6 -—11 14|, x= xz, b=|-3
1 -2 5 -3 3 14
X4

Kolonnevektorene er lineert avhengige fordi den andre kolonnen i trappeformen ikke
har pivot. Alternativt: Hvis kolonnene hadde vert linesert uavhengige hadde
likningssystemet hatt en unik lgsning, men som (a) viser er det uendelig mange
lgsninger.
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(c) Fordi trappeformen har pivoter i kolonne 1, 3 og 4 er {u, us,u,} en basis for
span{uq,u,, U3, uy}. Anta

er en 3-vektor. Da kan vi utfgre de samme elementere radoperasjonen pa den utvidede
matrisen til likningssystemet Ax = ¢ som i (a) og fa

1 -2 3 -4 c
O 0 -2 2 3¢y + ¢y
0 0 0 3 2C1 + Co + C3

Dette likningssystemet har en lgsning og derfor er alle 3-vektorer i span{u, u,, us, uy}.

Oppgave 2

(@) For2<x<5er

3 =3
1 171, ) y
fx(x)= §(xy—x—2y+2)dy=— Xy —xy—y +2y
1

9|2 o
171 1
R 2 _ _ 2 . N 2 _ _ 2 .
_9[23;( 3x—32+42.3 (21x 1x 1+21)]
17(9—6-1+2) 2
| T 9464+1-2|="(x—2
9[ 2 xX—9+6+ i| 9(x )

og ellers er f og derfor fx lik O.
Forl<sy<3er

5 x=5
1 11, 1,
fry)= —(xy—x—-2y+2)dx==|=x*y —=x*—2xy +2x
5 9 912 2 =2

171 1 1 1
=—|=--5%y—=-52-2.5y+2.5— =22y ——.22-2.2y +2.2
9[2 Y72 yT (2 Y72 y+2:2)
_1[(25-20—-4+8) 25-20-4+8 _1( 3
~ 9 2 Y 2 3V

og ellers er f og derfor fy lik 0.

(b) De stokastiske variablene X og Y har sannsynsynlighetstettheter henholdsvis fx og fy.
Fordi %(x —-2)- %(y -1)= %(x_y —x—2y+2)er fxyfy =f 0g X og Y er per definisjon
uavhengige.

(¢) Vihar at

> 2 271 5 ,1%°
EX)=| x-=(x—2)dx==|=--x"—x
, 9 913

x=2
21 1 2 (125—-75—-8+12
=_ _.53_52_(_.23_22) :_.( ):4
913 9 3 =
0og
H(7) = 3 1( 1 171, 1 )
= 1)’ 2)’ J’—z 3 y 5 y o
171 1 1 1 1 (54—-27—-2+3 7
S _.33__.32_(_.13__.12) =_.( ):_
2|3 2 3 2 2 6 3
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(d) Fordi X og Y er uavhengige stokastiske variabler er Cov(X,Y) =0 og

()

(b)

EXY)=EX)E(Y)=4-()=2.

Oppgave 3

Vi multipliserer begge sider i likningen med den integrerende faktoren

2
of 2041 de _ e+t

. . 2 . . o .
og ser at venstresiden blir (ye' **)’ mens hgyresiden blir e‘. Dermed far vi at

2
yel Tt = J efdt =e"+C  hvor C er en ubestemt konstant

som gir
y(O)=e et +C) = +ce !

Den karakteristisk likningen r2+6r+9=0 har lgsning r = —3 (dobbeltrot). Dermed er
Y = (Co + Cyt)e™3E. Vi gjetter pé en partikular lgsning: Yp =A (en konstant).
Differensiallikningen gir da 9A = 12 som har lgsningen A = %. Dermed er

4
YO = (O +yp(0) = (Co+ Crt)e™ + 3

hvor C; og C, er ubestemte konstanter.

Da
(Co+Cit)

(Co+Cit)e 3 = =

e
og €3t vokser langt raskere nér t vokser enn |C, + C; t| uansett hva konstantene C, og C;
er, vil y(t) — g nar t — oo.

(¢) Vi multipliserer hver side av likningen med e” og far den separable likningen e y’ = 2t.

@

(b)

Dermed er

JeydyZJeyy/dtZJtht

som gir e = t2 + C, dvs y(t) = In(t? + C). Initialbetingelsen gir In(C) = 0 dvs
C=e’=1o0gy(t)=In(t>+1).

Oppgave 4

Den karakteristiske likningen er det(AI —A) = 0, dvs A2 — 291 + 54 = 0 som har
lgsninger A =2 og A = 27.

For A = 2 er egenvektorene lgsningene pa matriselikningen (2I —A)x = 0. Vi bruker
Gausseliminasjon pa

[—16 —12
A-A=1_12 9 }
Dividererer rad I med —4:
4 3
-12 -9
Adderer 3 ganger rad I til rad II:
(4 3 )
0 0} som er pa trappeform
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Ingen pivot i andre kolonne, sé x, = s for en fri parameter s og x; = _735. Vektoren

-1

=|s|- %. For at lengden skal bli 1 setter vis = g og far egenvektoren

Y1751 4

For A = 27 er egenvektorene lgsningene pa matriselikningen (271 —A)x = 0. Vi bruker

har lengde |s| 324+42

Gausseliminasjon:
[ 9 —12 .
27 —A= 12 16 } Dividererer rad I med 3
_[ 3 Adderer 4 dItilrad II
=1_12 16 erer 4 ganger ra il ra
(3 -4 .
=10 o } som er pa trappeform

Ingen pivot i andre kolonne sa x, =s for en fri parameter s og x; = gs. Pa matriseform

HElH

=s|- g For at lengden skal bli 1 setter vis = % og far

uZ—g 3

La P veere (2 x 2)-matrisen med med u; og u, som kolonnevektorer, dvs
Seiti]
Da er D = P~'AP diagonalmatrisen med egenverdiene pa hoveddiagonalen:
b= [g 207}

(c) Den kvadratiske formen har symmetrisk matrise

42432

som har lengde |s|
egenvektoren

18 12 0
B=1]12 11 O
0 0 5

Vi finner egenverdiene til B som lgsningene pa likningen det(AI — B) =0, dvs
(A% — 291 4+ 54)(A — 5) = 0 som har Igsningene A =2, A = 27 og A = 5. Disse er alle
positive og Q er derfor positiv definitt.
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(d) Vihar at 0 # detD = det(P~'BP) = (det P)"!(det B)(det P) = det B s& dermed er B
invertibel. Ved & multiplisere likningen D = P~'BP med P p4 venstresiden og med P~}
pa hgyresiden far vi PDP~! = B. Da er

B l'=rPpp Y l=p Y lplpl=pplp!

Fordi P er ortogonal, er P~! = PT og dermed er B! = PD~'PT. Hvis D har tallene

A1, Ay, ... A, pa hoveddiagonalen (og O ellers) er D! ogsé diagonal med

Al_l, Ay . A;l pa hoveddiagonalen. Dermed kan vi beregne B~! som et produkt av tre
kjente matriser.

Oppgave 5

(a) For normallgsningen er Hamilton-funksjonen H = 1 — y? — u® + pu. Vi avgjer forst om H
er konkav i (y,u). Vi har
{H =2y

H =—2u+p
som gir
"o o _
Hyy =-2=A
7oA
HJ, =0=B
H) =-2=C
Dermed er AC —B? =(—2)(—2)—-02=4>00gA=—2<0si H er konkav i (y,u) og
en lgsning pa Pontryagin-betingelsene vil derfor gi et maksimum.

Pontryagin-betingelsene gir

p'=2y (5

Vi vil finne en differensiallikning som bare innholder y og dens deriverte. (1) innsatt i
(4) gir p =2y’ og hvis vi deriverer far vi

{p —2u  (4)

p'=2y" (6
(5) og (6) gir dermed den homogene differensiallikningen
y'=y=0

Den har karakteristisk likning r2 — 1 = 0 med lgsningene r = £1. Det gir
y(t) = Cyet + Cye™t. Fra (2) far vi C, = —C;. Fra (3) firvida Cy(e —e™ 1) =2(e —e™ 1)
dvs C; =2 og C, = —2. Dermed er y(t) = 2e — 2e~*. Da er fra (1)

u(t) =y'(t) =2e" +2e".

(b) (1) gir at u kan erstattes med y’. Det gir variasjonsproblemet

1
02 N2 y(0)=0 (1)
maksj0 1-y*=()de , {y(1) =2(e—e!) (2)

Vi avgjer ferst om F =1 — y2 — (y’)? er konkav i (y, y’). Vi har
[—
{Fy =2y
I et
Fy, =-2y

5
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som gir
"o o _
Fy, = 2=A
F’ ,=0=B
yy

F’, ,=-2=C
y'y

Dermed er AC —B? =(—2)(—2)—0>=4>00gA=—-2<0s& F er konkavi(y,y’) og
en lgsning pa Euler-betingelsen vil derfor gi et maksimum. NB: A, B og C vil generelt
ikke veere de samme i variasjonsproblemet som i kontrollproblemet.

Vi har videre at
d(F’)
y =
de
Euler-betingelsen gir dermed —2y — (—2y”) = 0 som igjen gir den homogene
differensiallikningen (7) som vi fant i (a). Da initialbetingelsene er de samme vil ogsa
Igsningen bli den samme som for y(t) i (a).

_2y//




