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Eksamen i ELE3719 - Matematikk valgfag
Onsdag 29. mai 2019, kl. 09-14

LOSNINGFORSLAG

Oppgave 1

Vi deler likningen pa 100 for 4 f4 den pé standardform: y” + 0,2y’ + 0,01y = 3. Dette
er en andre ordens linezr differensiallikning som har karakteristisk likning

r2+0,2r + 0,01 = 0 med dobbeltrot r = —0,1 og partikuler lgsning ¥p(t) = 300. Den
generelle lgsningen er dermed

y(t) = (Co+ Cyt)e” > + 300

Vi har (Cy + Cyt)e %t = % som (f. eks. ved 'Hopitals regel) har grense O nar

t — o0. Dermed er den stabile likevektstilstanden
: —0,1t _
tlinc}o[(CO+Clt)e +300] = 300

som er uavhengig av konstantene C, og C; og systemet er derfor globalt asymptotisk
stabilt.

Dette er en separabel differensiallikning fordi divisjon pa begge sider med (y — 400)
gir

/

y =
y —400

Fordi (In |y —400|); = y_y4/00 far vi

1
In(y —400) = —Etz +Cy

for en ubestemt konstant C,. Vi setter venstresiden og hgyresiden inn i
eksponentialfunksjonen e* og far

|y —400| = e~2t%+Co = oCop=3t’
Altsa er den generelle lgsningen
y(t) =400 + Ce™ 2"’

for en konstant C = £e. Fra y(0) = 500 fir vi Ce® = 100, dvs C = 100 og

y(t) =400 + 100e~2*".

Alternativ lgsning: Likningen kan ogsé skrives om til en forste ordens lineer
differensiallikning y’ + ty = 400¢. Vi multipliserer med integrerende faktor ez*" og
far (ye%tz)’t = y’e%t2 + tye%t2 =400te2t’. Ved integrasjon med substitusjonen
u=3t2 farvi f400t.'3%t2 dt = 400ezt" + C. Det gir yezt” = 400e2” + C dvs
y(t)=400+C e~3t* Vi finner konstanten C som over.
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Oppgave 2
@ @ PX<0,Y<4)=F(0,4)=1—e"—e124e12=90
(ii)
P(X<2,4<Y<5)=F(2,5)—F(2,4)
=1— 6_0’4 _ e—1,5 + 6_0’4_1’5 _ (1 _ e—0,4 _ 6_1’2 + e—0,4—1,2)
—e L2 _ L5 _ e_0’4(e_1’2 _ e_1’5)
=(1—e "N ?—e1)=257%
(iii)

P(Y <5)= lim F(x,5)= lim_ (1—e 02X 71504 p702x=15) — ] _ =15 — 77 699
X— X—

(b)

(0,2e702x —0,2¢70:2x—0.3y ), hvisx,y>0

0 ellers

FOey)=Fl, = (FLY, = {

_ 0,06e7 92703y hyis x,y =0
0 ellers

fr() = f fle,y)dy = J (FL), dy = [FLx 270,

y=0

[0,2702% —0,2¢ 702403y P hyijs x > 0
0 ellers

0,2¢7%2X —(0,2e792* —0,2¢7%2%) hvisx =0

o

ellers

0,2¢7%2* hvisx =0
0 ellers

Vi kan selvfplgelig ogsa regne direkte pa uttrykket

o0
—0,2x—0,3y _ I —0,2x—0,3y 1Y~
JO 0,06e dy =[—0,2e T -

Ved a regne pa samme mate (eller ved 8 bruke symmetrien i uttrykket for F(x, y)),

far vi
0,3¢7%% hvisy =0
frn)= {O ellers
(c) Ved delvis integrasjon med u(x) = x og v(x) = —e %% fir vi

[ x:0,2e70% dy = —xe™%%* — [ —e72% dx = —xe "% — g5e™** Da blir

X—> 00

x=0

E(X) = J Xfx(X) dX = I:—xe_o:zx _ %e—O,Z)c]

2e°)=§

1
=0—0—(0—
0

B
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d

(e)

1
Ved symmetrien i uttrykket for F(x,y) far vi E(Y) = =10

03 =
Vi har

0,2¢7%2¥.0,3¢7%%  hvisx,y =0

fx()fy(y) = {O ellers
= f(x) }’)

som jo betyr at X og Y er uavhengige stokastiske variabler. Da har vi
oo o o oo
E(XY) = J f xyf(x,y)dydx = f f xy fx(x)fy(y)dy dx
—00 J—00 —00 J —00

=f X fx(x) - [J J'fy(y)dy] dx = f xfy(x)dx - E(Y)

—0Q0

= E(X)-E(Y)

. o _ e 10 _ 50
(som vi ogsa vet) og derfor er E(XY)=5- 3=

o

Vi har Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) som er O fordi X og Y er uavhengige. Vi har
Cov(X,X) = E(X?)—E(X)? 0g E(X?) = [ x*fx(x)dx = [ x*-0,2¢7%%* dx. Ved
delvis integrasjon med u(x) = x2 og v(x) = —e~%2* far vi

[ x%-0,2¢70% dx = —x?e 2% — [ —2xe~%?* dx og ved utregningen for E(X) far vi
f xe 02X dx = (52— O’%)e_o’zx. Til sammen far vi

2 2, 2 2 oo |7 2
EX)=|—(x"+—x+—=)e =0—(— )=50
02" ' 0,22 0 0,22
som gir
Cov(X,X) = Var(X) =50 — 52 = 25
Ved symmetri i likningene far vi Cov(Y,Y) = 0’% — 0’% = 0’% = 18—0. Dermed er
kovariansmatrisen

25 0
c=[s ]

Pr. definisjon er fxy(x|y) = % Fordi X og Y er uavhengige er
06, ¥) = fi() - fy () og dermed er fyy (x|y) = fy(x) uansett hva y er
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Oppgave 3

Vi beregner indreproduktene

altsd er uy, u, og us parvis ortogonale.
Vi beregner lengdene

lusll = y/up u; =4/1-140-0+(-1)- (1) = ¥2
lusll = iy ug=+/1-1+(=1)-(-1)+1-1)=¥/3
lusll= s uz=+/1-1+2-2+1-1=46

Vi har
2 -1 0 1 2:-14+(-1)-0+0-(-1) 2
Au;=|1-1 1 -1 0|l=|(-D-14+1-0+(-1)-(-1)|=1| 0 | =2u,
o -1 2 -1 0-1+(-1)-0+2-(-1) -2
og
2 =1 0 1 2-1+(-1)-(-1)+0-1 3
Au, = [-1 1 -1 1| =|-1D14+1-(-1)+(-1)-1| =|-3]| =3u,
o -1 2 1 0-1+(—1)-(-1)+2-1 3
og

1 2-14+(—=1)-2+0-1 0
Aus=|-1 1 =1||2|=|C1)-14+1-24(=1)-1| =|0| =0u,
0 -1 2|1 0-14+(—-1)-2+2-1 0

sd uq, U, og us er egenvektorer for A med egenverdiene A; =2, Ao =3 0g A3 =0.

Vi far
Q(x1, x5, x3) = xTAx = ZX% + x% + 2x§ —2X1X5 —2X5X3

Siden u; er en egenvektor med egenverdi O har vi Q(u3) = ugAug = ugo =0sa

(a,b,c) =(1,2,1) er et nullpunkt for Q(x) og tilvarende er ogsa x = tus en lgsning
for alle t # 0.

Fordi A er en (3 x 3)-matrise kan A maksimalt ha tre egenverdier som da er de tre
egenverdiene vi har funnet i (b). Dermed er Q(x;, X4, X3) positiv semi-definit fordi
A; = 0, men en av egenverdiene er 0 sa ikke definit.
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(e) Lgsning 1: Erstatter x med Py dvs. at x; = y; + Y5 + Y3, X9 = —Y5 + 23 0g
X3 =—Yy;1 + Yo + y3 og regner direkte

QY(y1, Y2, ¥3) =QPPY)=Q(y1+y2+y3, —¥2+2y3, —y1+ Y2+ ¥3)

=2(y1 + 2+ ¥3)* + (=y2 +2y3)* + 2(=y1 + y2 + ¥3)?
—2(y1+ Y2+ ¥3)(=y2 +2y3) —2(—=y2 + 2y3)(=y1 + Y2 + ¥3)
=2y +2y5 +2y5 +4y1Y2 +4y1Y3 +4Y2y3 + ¥3 —4Y2ys +4y3
+2y7 +2y5 +2y5 —4y1Y2 — 4y1Y3 + 4Y2)3
+2y1Y2—4Y1Y3 + 25 —4Y2Y3 +2Y23 — 4y}
—2y1Y2+2Y3 +2Y2Y3 +4y1Y3 —4Y23 — 4y}

= 4y12 + 9y22

Lgsning 2: Vi har QY(y;, Y,, ¥3) = (PY)'A(Py) = y'(PTAP)y og sé regner vi ut den
symmetriske matrisen PTAP. Fgrst regner vi pa

2:14(=1)-040-(=1)  2-14+(=1)-(-1)+0-1  2-14+(=1)-2+0-1
= (=D 14+1-04+(=1)-(=1) (1) 1+1-(-D+(=1)-1 (=1)-1+1-2+(=1)-1
| 0-1+4(-1)0+2:(-1)  0-1+(-1)-(-1)+2-1  0-1+(-1)-2+2-1

[2 3 0
— (o =3 0
-2 3 0

S& multipliserer vi denne med PT fra venstre og fir med en tilsvarende beregning:

1 0 —-1|l[2 3 o] 400
PfaAP)=|1 -1 1 0 -3 0|=[|0 9 0
1 2 1]|-—2 3 0] 0 00
Altsa er )
4 0 0| [y
QY(¥1,Y2,¥3) = [3’1 Yo J’3:| 0 9 0| |y2|= 4}’12 +9y§
00 o0||y —

Losning 3: La e; veere 3-vektoren som har 1 pa i-te plass og O ellers. Da vil Pe; vaere den
i-te kolonnen i P som jo er u;. Derfor fir vi PTAPe; = PTAu; = PT(A;u;) = A;(PTu;).
Fordi u; - u; er O for j # i og lik ||u;||* hvis j = i har vektoren 2;(P"u;) verdien A;||u||*
pa plass i og 0 ellers (dvs. at A;(PTu;) = A;||lu;||%e;) og dette gir den i-te sgylen til PTAP.
Det betyr at

PTAP = (%)

oS O BH
S O O
o O O

og dermed er Q™ (y1,2,¥3) = 4y; +9y3.
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(f) Vi lar 3-vektoren b’ vare gitt ved at b =[—18 6 6]. Vi kan lgse likningen

%, 1
—f=2Ax+bT=0 detvilsi ~ Ax =—=b"
ox 2
ved Gausseliminasjon direkte pa den utvidete koeffisientmatrisen. Men vi kan ogsa bruke
variabelskiftet x = Py som gir APy = —%bT. Denne likningen multiplisert med PT fra

venstre gir likningen
1
PTAPYy = _E(bP)T (%)

fordi
12

1 1
PT(—EbT) = —E(bP)T =9
0

Fra () har vi at PTAP er diagonal og (sx) gir likningsystemet

4y1:12
9y, =9
0=0

Dermed fér vi y3 =t (en fri parameter), y, = 1 og y; = 3. Fra x = Py fér vi da de
kritiske (stasjonaere) punktene

) 1 1 1][3 4 1
=10 -1 2||1|=]|-1|+¢-]2
X3 -1 1 1|t —2 1

Dette er globale minimumspunkter siden A er positiv semi-definit som er ekvivalent med
at f er konveks.

Oppgave 4

(a) Dette er en andre ordens linear differensiallikning med konstante koeffisienter pa
standarform. Den karakteristisk likningen r2 — 1 = 0 har Igsningene r = £1 og
Yp(t) =—4 er en partikuler lgsning. Den generelle lgsningen er derfor

y(t)=Cie "+ Che' — 4
Initialbetingelsene gir likninger som bestemmer konstantene C; og C:
y(0)=C;+Cy,—4=1
y(In(3)) = % +3C,—4=3

som gir
Cl + CZ =5
C1 + 9C2 =21
Vi trekker den fgrste likningen fra den andre og far 8C, = 16 som gir C, = 2 og fra
den forste likningen fér vi da C; = 5—2 = 3. Det gir funksjonen y(t) = 3e_‘+2e‘—4
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(b) For normallgsningen er Hamilton-funksjonen (som star i formelsamlingen)

(0

H=y+9u—u?+ p(y +u) for en funksjon p = p(t). Vi avgjer forst om H er konkav i
(y,u). Vi har

{H;,=1+p

H =9—2u+p

som gir
H§y=O=A
Hy =0=B
H) =—2=C

Dermed er AC—B2=0-(—2)—0?=0>0,A=0<00g C=—2<0s3 H er konkav i
(y,u) og en lgsning pa Pontryagin-betingelsene vil derfor gi et maksimum.
Pontryagin-betingelsene (som star i formelsamlingen) gir

{9—2u+p=0 4)
p'=—@0+p) (5

Vi deriverer begge sider av (4) og fir p’ = 2u’. Kombinert med (5) gir dette
2u’ =—(1+p) = —2u + 8 ved & bruke (4) igjen, dvs 2(u’ + u) = 8 eller

U4u=4 (6)
Fra (1) far viu = y’' —y og ved & derivere u’ = y” — y’ som vi substituerer inn i (6) og
far

y'=y=4 (N

som er differensiallikningen i (a) med de samme initialbetingelsene (2) og (3) og
lgsningen er derfor y(t) =3e_" +2e’—4

For & finne u(t) bruker vi (1): Forst har vi
y'(t) =—3e7 "+ 2¢*
som sé gir u(t) = y'(t) — y(t) = =6e_* + 4.
Fra (1) harviu =y’ — y som gir
Fiy,y, )=y +u—u?=y+90y'~=y)=(y' ~y)
=9y' =8y —(y)* +2yy'—y?
Variasjonsregningsproblemet blir

y(0)=1 (1)

In(3)
’ . N2 /I _ 2
maksL (97" =8y =y +2yy'—y?) dt {y(ln(B))zB (2)

Vi viser fgrst at F er konkav i (y, y’). Vi har

FJ’/ =—8+2y’ —2y
F;,=9—2y/+2y

7
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som gir
"o o _
Fy, = 2=A
N o __
Fyy/ =2=B

" o_ e _
Fy,y,— 2=C

Dermed er AC —B2 =(—2)>—(2)?=02>0,A=—2<00gC=—2<0sdHer
konkav i (y, y’) og en lgsning pé Euler-likningen vil derfor gi et maksimum.
Vi har

d(F’,)
3 ==+ 2y

Euler-likningen (som star i formelsamlingen) blir derfor

—8+2y'—2y+2y"—2y'=0 dvs y'—y=4

som er differensiallikningen i (a) med de samme initialbetingelsen sa

y(t)=3e ' +2e'—4.




