Eksamen i ELE3719 Matematikk valgfag
fredag 13. mai 2022, kl. 9-14

LOSNINGFORSLAG

Oppgave 1

a) Vi ser at matrisen [ul ‘Uyiu 3] er pa trappeform med pivoter i hver kolonne og

b)

vektorlikningen x;u + x,u, + x3u3 = 0 har derfor bare den trivielle lgsningen x = 0
og {u,,u,,us} er linezert uavhengige. Tilsvarende far vi ved Gausseliminasjon at

0 0 0 0 0 O 0 0 0 2 -5 2
[u:u:u]:2—52~2—52~2—52~006
374075 —6 15 0 0 0 6 0 0 6 0 0 O
0 0 4 0 0 4 0 0 O 0 0 O

I denne trappeformen er det to pivoter og vektorlikningen xsus + x4u4 + xs5us = 0 har
derfor ikke-trivielle lgsninger og {us, 14, us} er linezert avhengige. Vi kunne ogsa bare

observere avhengigheten u, = —2,5u3 + Ous.

Vi lgser vektorlikningen x u + xyuy + X3us + X4Uy + Xsus = 0 ved & observerer at
koeffisientmatrisen:

13 0 0 O

. . . . 08 2 -5 2
[ul:u2:U3:u4:u5:|= 0 0 —6 15 0
00 0 0 4

er pa trappeform med 4 pivoter. Vi far x; = 0 og x, = t (en fri parameter). Innsatt i

tredje likning gir dette x5 = 2,5¢ som innsatt i andre likning gir x, = 0 som innsatt i

fgrste likning gir x; = 0.

Vi setter vektorene som s@yler i en matrise
1 3 0 0
.. 0 8 2 -5
[u1:u2:u3:u4:|= 0 0 —6 15
00 0 O

som er pa trappeform med pivoter i kolonne 1, 2 og 3. Dermed er
Span{uq,u,,us,uys} = Span{uq,u,, us} og {u, u,y, us} er en basis for dette rommet.

Dimensjonen til Span{u,u,, us3, uy, us} er lik antall elementer i en basis. Vi setter
vektorene som sgyler i en matrise

1 3 0 0 O

. . . . 08 2 -5 2
I:ulzuZ:ug:U4:u5:|: 00 —6 15 0
0 0 O 0 4
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a)

b)

)

som er pa trappeform med pivoter i kolonne 1, 2, 3 og 5. Da er {u;,u,,us,us} en
basis for Span{u, u,, us,u,, us} som dermed har dimensjon 4.

Anta Span{u;,us,us} = Span{u,,u,, us}. Det betyr at vi ikke far flere
lineeerkombinasjoner av & legge u,y og uy til Span{u, us, us}. Altsé vil

Span{uq, u,y, us, Uy, us} = Span{u, us, us} og dermed vil dimensjonen maksimalt
veere 3 som er en motsigelse med det vi fant over. Altsa er

Span{uy,us, us} # Span{uy, uy, us}.

Oppgave 2
Vi har
-5 3 0
A=|3 -5 4 og B=[8 0 —6]
0 4 =5
Daer
-5 3 0 Xl X]_
f(x):[xl X2 xs] 3 =5 4 Xq +[8 0 —6] Xy | +2017
0 4 -5 X3 X3
Den karakteristiske likningen til A er det(A— AI) = 0. Dvs
—5—-2 3 0
det 3 —5—2A 4 =0 dvs
0 4  —5-2

(=5—A)[(-5—1)?>—16]—9(—5—A)=0  dvs
(—=5—A)[(-5—1)*—25]=0  dvs

AA%+151+50)=0

Vi setter inn A = —10 i (det fgrste) uttrykket og far 5 - [5%2 — 25] = 0. Vi setter inn
A = —5 i uttrykket og far 0-[0? —25] = 0. Vi setter inn A = 0 i uttrykket og far
—5-[(=5)? —25] = 0. Altsi er —10, —5 og 0 egenverdiene til A.

For hver av egenverdiene finner vi en egenvektor:

—5—(—10) 3 0 530
A=-10: 3 —5—(—10) 4 =13 5 4
— 0 4 —5—(—10) 0 45

Legger —2 ganger andre rad til fgrste rad og far

-1 -7 -8
3 5 4
0 4 5

Runar Ile
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Runar Ile

Legger 3 ganger forste rad til andre og far

-1
0
0

-7
—16
4

-8
—20
5

Legger 1/4 ganger andre rad til tredje og far trappeformen

1
0
0

—7
—16
0

Det homogene likningssystemet har lgsningene

X1
X2
X3

=t

3/4

~5/4

1

for en fri parameter t. Ved & sette t = 1/4/(3/4)2 +(—5/4)2 + 12 = 4/(5+/2) far vi

egenvektoren u; = %

A=-5:

[ 3/4
~5/4

3

0

1

T 5

[—5—(=5)

Vi bytter forste og andre rad og far

3
—5 | som har lengde 1.
4
3 0
—5—(-5) 4 =
4 —5—(=5)
3 0 4]
0 30
0 40

Legger —4/3 ganger andre rad til tredje og far trappeformen

S O Ww

o W o

o O Bh

Det homogene likningssystemet har lgsningene

X1
X2
X3

=S

—4/3

0
1

for en fri parameter s. Ved & sette s = % far vi egenvektoren

—4/3
Uy = % 0
1

—4
0 | som har lengde 1.
3

3 0
-5 4
4 -5

0 3 0
3 0 4
0 40
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Legger 2 ganger andre rad til forste rad og far

1 -7 8
3 =5 4
0 4 -5

Legger —3 ganger fgrste rad til andre og far

-1 -7 8
0 16 -20
0 4 =5

Legger —1/4 ganger andre rad til tredje og far trappeformen

-1 -7 8
0 16 -20
0O O 0

Det homogene likningssystemet har lgsningene

X, 3/4
Xo | =T 5/4
X3 1

for en fri parameter r. Ved & sette r = 1/4/(3/4)2 + (5/4)2 + 12 = 4/(5+4/2) far vi
3/4 3
egenvektoren u; = % 5/4| = % 5 | som har lengde 1.
1

Da er {u;,u,, us} ortogonale egenvektorer av lengde 1 og

. 3 —4v2 3
P=[u1§u25u3]=— _5 0 5
V21 4 3/ 4

er derfor en ortogonal matrise som diagonaliserer A. Dvs at PTAP = D er en
diagonalmatrise med egenverdiene pa hoveddiagonalen:

—-10 0 O
D=] 0 -5 0
0 0 O

d) Vi lgser likningen % = 2Ax + BT =0, dvs Ax = —3B” ved Gausseliminasjon:
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Legger 2 ganger andre rad til forste og far

Legger —3 ganger fgrste rad til andre og far

1 -7 8 | —4
0 16 —20 | 12
0 4 -5 | 3

Legger —1/4 ganger andre rad til tredje og far trappeformen

1 —7 8 | —4
0 16 —20 | 12
00 0 | O

Likningssystemet har lgsningene

X1 5
Xo |l ==13| +
X 0

w N

for en fri parameter t og gir de stasjonaere punktene til f(x).
Dette er globale maksimumspunkter fordi A er negativ semidefinitt (egenverdiene er

mindre eller lik 0) som betyr at f(x) er konkav.

e) Hvis vi lar x* betegne uttrykket for de stasjonare punktene vi fant i (d) far vi
maksimumsverdien til f(x) som

F(x*) = (x*)T(Ax*) + Bx* +2017 = (x*)T (;)BT +Bx*+2017

1 —4 L |3t+5
=—[3t+5 5t+3 4t][ 0 |+[8 0 —6]=[5t+3|+2017
4 3 o4

1
= Z(—12t —20+ 12t + 24t +40—24t)+ 2017 =5+ 2017 = 2022

Altsa har likningen ingen lgsninger for k > 2022 og uendelig mange lgsninger for
k = 2022. Den har ogsa uendelig mange lgsninger for k < 2022 fordi vi med
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variabelskiftet x = Py far

f(x)=f(Py) = (Py)TAPy + BPy + 2017 = y ' (PTAP)y + BPy + 2017

=y Dy +BPy +2017
—-10 0 Of |»n 1
= [y1 Vs y3] 0O =5 Of|ys|+ |:8 0 —6] [ul TUy u3] Yo | +2017
0 0 0] [ys Y3

1 3 —4v2 3| |n
=—10y12—5y22+5—|:8 0 —6][-5 0 5||y|+2017

V2 4 3V2 4] |y
1 Y1

=—10y?—5y2+ ——[0 —50v2 0] |y, |+2017
5v2 Vs

=—10y? —5y2—10y, + 2017 = —10yZ — 5(y, + 1)* + 2022

Likningen —10y? — 5(y, + 1)? + 2022 = k tilsvarer 10y? + 5(y, + 1)* = 2022 —k som
er likningen for en ellipse i y; y,-planet hvis 2022 — k > 0. Fordi y5 er fri er lgsningene
pa likningen punktene pa en sylinder over ellipsen i y; y,ys-rommet. Det er altsa ogsa
uendelig mange lgsninger for k < 2022. De andre tilfellene (k = 2022) folger ogsa av

denne likningen. Oppsummert:

f (x) = k har uendelig mange lgsninger for k < 2022 og ingen lgsninger for k > 2022.

Oppgave 3

a) Antaa og b ertotallmed 0 <a<5o0g0<b<5.Beregner

b a
F(a,b)=PX <a,Y < b):J f f(x,y)dxdy

1 b x? ¢
10—x—ydxdy=—— | [10x=Z —xy| d
125JJ Y =105 [x 2 xy]oy

b 2 b
= 10a — ——aydy—i 10ay—a—y—gy2
125 |, 2 125 27 27 |,

2 2 _
1 104 b—ﬂ—ﬂ =ab(20 (a+b))
125 250

2 2

Dette gir

) P(X<2,Y<3)=230043) 2 =036

N

e _ _ 4-5(20—(4+5)) __ 220 __
i) P(X>4)=1—F(4,5)=1— 2245 120 g,
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b) Den marginale sannsynlighetstettheten er

5

= dy = — 1 —x—vyd
fx(x)= J flx,y)dy 55 0—x—ydy
yz 5 1 52
10y —xy——1| = 10-5—5x — —
125 2 | T 125 2

= %(15—2)() for 0 < x <5 og 0 ellers

For a finne medianen r lgser vi likningen f_roo fx(x)dx =0,5 for r, dvs.
51—0 for 15—2x dx = 0,5. Vi beregner venstresiden og far 5—10(15r —r?)=0,5 som gir
r? —15r = —25. I intervallet [0, 5] far vi lgsningen r = %(3 —+/5)~1,91.

¢) Vivil sammenligne f(x,y) med fx(x)- fy(y). Fordi sannsynlighetstettheten f (x,y) er
symmetrisk i x og ¥y (kan bytte x og y uten 4 endre uttrykket), vil
fr(y)= %(15 —2y) for 0 < y <5 og 0 ellers. Da blir

£.00) f (y)_{(%(15—2x))(51—0(15—2y)) hvis 0 < x <5 og 0< y <5
X Y -

ellers

Men dette er ikke samme funksjonen som f(x,y), f. eks. er £(0,5) = % = 0,04 mens
fx(0): fy(B)= 50 550 = 250 = 0,36. Altsd er ikke X og Y uavhengige.

d) 1) .
_fla,y)  1s(10—a—y)
lea(.y)— fX(a) = %(15—261)
_ 2(10—a—y)
_—5(15—2a) for0< y <5.
ii)

2(10 a— y)) 2 ° 2
dy=——=| 10y—ay—y2d
(¥i=a) = f 5(15-20) ) ¥ T5(5-200 ), ° WY

2 foe @t YT 2 20 _123]
5(15—2a) Y Ty T3, T 5(5-2q) 2 3
500—75a¢ _ 5(20—3a)

T 15(15—2a)  3(15—2a)

|:125—

Oppgave 4

a) Videler med t for & fa en linear forste ordens differensillikning pa standardform:
v+ % y = 5. Vi multipliserer med den integrerende faktoren e*™(t) = t# som gir

t*y' + 43y =5t* dvs  (t*y) =5t*
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som etter integrasjon gir likningen t*y = t° + C. Etter divisjon med t* fir vi lgsningen
_ .. C
y(t)y=t+ -

t2
b) Dette er en separabel differensiallikning med y’ = % Vi multipliserer med e” pa

begge sider og fir e’ y’ = 2tet”. Vi integrerer pa begge side m.h.p. t:

f edy'dt = f otet” dt

P3 venstresiden bruker vi substitusjonen y = y(t) som gir y’ dt = dy. P4 hgyresiden
bruker vi substitusjonen u = t? som gir 2t dt = du. Dette gir likningen

feydy=fe”du dvs e =e'+C=e +C

Vi setter begge sider inn i In(x) og far y(t) = ln(et2 +C).

Oppgave 5

a) Dette er en homogen andre ordens linear differensiallikning med konstante
koeffisienter pa standardform. Den karakteristiske likningen r? —r + % =0 har én

lgsning r = % (en dobbeltrot). Den generelle lgsningen er derfor
¥(£)=(Co+Cyt)e?
Initialbetingelsene gir likninger som bestemmer konstantene C; og C,:

y(0)=Cy=0
y(2) =(Cy+2C;)e=6e

som gir Cy = 0 og C; = 3. Det gir funksjonen y(t) = 3te?

b) For normallgsningen er Hamilton-funksjonen (som stér i formelsamlingen)
H=10—(y —u)?e " +p(y — 5) for en funksjon p = p(t). Vi avgjer ferst om H er
konkav i (y,u). Vi har

{H;, =—2(y—we t+p
H =2y —we ' —%
som gir
va’y =—2e'=A
HY =2¢"'=B
H) =—2e"'=C
Dermed er AC —B? = (—2¢7)? —(2¢71)2 =0> 0, 0g A= —2¢¢ <0 (uten 4 vaere

identisk lik 0) s H er konkav i (y,u) og en lgsning pa Pontryagin-betingelsene vil
derfor gi et maksimum.
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Pontryagin-betingelsene (som star i formelsamlingen) gir

{ﬂy—wéf—%=o (4)
p=2(y—-uwe—p (5)

Likning (4) gir p = 4(y —u)e™ " og deriverer vi begge sider m.h.p. ¢t (med
produktregelen) far vi p’ = 4(y’' —u)e " —4(y —u)e™, dvs p’ = 4(y' —u')e " —p.
Substituerer vi p’ i (5) med dette uttrykket far vi likningen

4(y'—u)e " —p =2(y —u)e " — p som forenkler til

2(y'—u)—-(y—w=0  (6)

Fra (1) far viu = 2(y — y’), deriverer begge sider m.h.p. t og far u’ = 2(y’ — y”), og
substituerer inn i (6): 2(y’ — 2y’ +2y”)— (y —2y + 2y’) = 0 som forenkler til

1
y”—y’+;ry =0 (7)

Dette er differensiallikningen i (a) med de samme initialbetingelsene (2) og (3) og
lgsningen er derfor y(t) = 3te2.

Et alternativ: Fra (5) ogsd (4) farvip’ +p=2(y —u)e ' = %. Dvs den homogene

t

lineare diff.likningen p’ + %p = 0 som gir p(t) = Ke™ 2. Innsatt i (4) far vi

y—u=*te'= %e%. Substituerer u =2(y —y’) fra (1) og far 2y’ — y = %e% som pa

standardform blir y’ — % y= %e%. Multipliserer med integrerende faktor e 3 og far
(e_éy)’ = % = C;. Det gir e‘éy =Cit+Cyog y(t)=(Cy+C4 t)eé. S& bruker vi (2) og
(3) til & bestemme Cy, =0 og C; =3 som i (a).

For & finne u(t) bruker vi (1): Fgrst har vi y'(t) = (3 + %) e? som s gir
u(t) =2(y —y") =3(t =2’ .
¢) Fra (1) harviu=2(y —y’) som gir
F(y,y,6)=10—(y =2(y =y ) =10—(2y' —y)?e"
Variasjonsregningsproblemet blir

y(@=0 (1)

2
_ /I _ 2 —t
maksjolo (2y"=y)e " dt {y(2)=6e (2)

Vi viser forst at F er konkav i (y, y’). Vi har

F,=202y"=y)e™"
F, =—42y —y)e™

som gir
N __o,—t _
Fyy =—2e "'=A
V4 . —t __
Fyy, =4e " =B
N _ _qQp—t
Fy,y, =—8e '=C

10
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Dermed er AC —B? = (—2¢7)(—8e t) — (47 t)2=0> 0, A= —2¢ ¢ <0 (og ikke
identisk lik 0) sd H er konkav i (y, y’) og en lgsning pa Euler-likningen vil derfor gi et
maksimum.

Vi far (med produktregelen)
/

d(F;,)
dt

=(F, ), =—42y"—yNe +42y" - y)e™*
=—(8y" =12y’ +4y)e"

Euler-likningen (som star i formelsamlingen) blir derfor
[4y'—2y +8y"—12y"+4yle " =0 dvs 8y"—8y'+2y=0

1
som pé standardform blir y”—y’+ = 0

Dette er differensiallikningen i (a) med de samme initialbetingelsene sa y(t) = 3tez.

11



