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Oppgave 1.

(a)

Vi bruker Gauss-eliminasjon til & lgse det linezere systemet:

21 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=11 2 3] -2 1 3| —-(0 -3 -3|—-(0 -3 -3
3 3 6 3 3 6 0 -3 -3 0 0 O

Vi ser at dette er en trappeform og at z er en fri variabel. Baklengs substitusjon gir —3y—3z = 0,
eller y = —z. Innsatt i forste likning gir dette x4+ 2y + 3z = x +2(—2) + 32 = 0, eller z = —=z.
Lgsningene er dermed gitt ved x = (—z,— z,2) = z(—1,—1,1) der z er fri. Mengden som bestar
av vektoren u = (—1, — 1,1) er derfor en basis for V.

For A = 0 kan vi skrive likningen Ax = Ax som Ax = 0, og vi vet fra deloppgaven over at
den har ikke-trivielle lgsninger. Derfor er A = 0 en egenverdi for A (og u som vi fant ovenfor
danner en basis for egenrommet Fy). For v ser vi pa likningen Av = Av, og regner ut

21 3 1 9
Av=1|1 2 3]-[1] =19 | =9v
3 3 6 2 18

Dermed er v en egenvektor for A med egenverdi A = 9.

Fra de to forste deloppgavene vet vi at u er en egenvektor for A med A = 0, og at v er en
egenvektor for A med A = 9. Siden summen av egenverdiene til A er trA =2+ 2+ 6 = 10,
er den tredje egenverdien A for A gitt ved 0 +9 + A = 10, eller A = 1. Alternativt kan vi lgse
den karakteristiske likningen det(A — A\I) = 0 for & finne egenverdiene. Siden A har egenverdier
A1 =0, A2 =9, \3 =1 >0 er den kvadratiske formen ¢ (og matrisen A) positiv semidefinit.
En n xn matrise P er ortogonal dersom den er invertibel med invers P~! = P eller ekvivalent
dersom kolonnevektorene i P danner en ortonormal basis for n-rommet R™. Vi finner forst en
basis for egenrommet FE; til den tredje egenverdien til A:

1 1 3 1 1 3 1 1 3
A-I=1(11 3] =111 3 ]—=1(0 0 —4
3 3 5 0 0 —4 00 O

Dette gir y fri, —4z = 0, eller z = 0, og x+y—+2 = x+y+0 = 0, eller z = —y. Egenvektorene for
A =1 er derfor (z,y,2) = (—y,y,0) = y(—1,1,0) med y fri, og vektoren w = (—1,1,0) er en basis
for Ep. Siden A er symmetrisk og vektorene {u,v,w} er egenvektorer med ulike egenverdier,
danner de en ortogonal basis for R3. Basisvektorene har lengder

lull =3, [v|[=V6, |lwl[=V2

Dermed finner vi en ortonormal basis for R? av egenvektorer for A gitt ved

1 1 1
ﬁ(—l,—l,l), %(1,1,2)7 ﬁ(_mp)

og matrisen P med disse tre vektorene som kolonnevektorer er en ortogonal matrise slik at
PTAP = D er diagonal. Dette gir

—1/V3 1/v/6 —1//2
P=|-1/V3 1/V6 1/V2
1/vV3 2/V6 0



Oppgave 2.

(a)

Funksjonen f kan skrives pa matriseform som f(x) = x? Ax+ Bx+C, hvor A,B,C er matrisene

2 13
A=(1 2 3|, B=(-8 —4 —-12), C=(3)
336

Vi merker oss at A er matrisen fra Oppgave 1. De stasjonsre punktene til f er dermed gitt
ved
of

1
L =24x+BT=0 = Ax=--BT =
ox 2

4
x=12

6
Vi ser at x = (2,0,0) er en lgsning, og siden Ax = 0 har lgsning span(u) fra Oppgave la, far
vi at de stasjonzere punktene er gitt ved

x=xp+xp=1(—1,—-1,1)4+(2,0,0) = (2 —t, — t,t)

der t er en parameter. Alternativt kan vi lgse det linezere systemet ved Gauss-eliminasjon, og
far da (x,y,2) = (2 — z, — z,2) der z er fri.

Fra Oppgave 1d er matrisen A positiv semidefinit, derfor er de stasjonare punktene til f
minimumspunkter med verdi f(2,0,0) = —5. Merk at alle de stasjonsere punktene mé ha
samme verdi —5 siden alle er globale minimum for f. Siden f er en kvadratisk funksjon, har
den ikke maksimumspunkter. For eksempel vil f(z,0,0) = 222 — 8z + 3 — oo nar x — Fo0.
Verdimengden til f er derfor V; = [-5,00).

Oppgave 3.

(a)

(b)

Nar0<a <2o0g0<b<1,harviat F(a,b) =p(X <a,Y <b) er gitt ved dobbeltintegralet

L 2 L[] o L 9,23 ’
F(a,b):/ / g(m +;Uy—|—2y)dydx:5/ Ty + —zy” + -y’ | dx
0o Jo 0 0

2 3
—1/a %y Lap? 4 Zprdp = 1 [ Tonp g Loy 2 b3a
I R S I SR S
1 13 122 2 3 1 3 1 212 2 3
=~ (ZaBb+ 2a2? + Zab® ) = —aBb+ —a2b? + —ab
5(3“ Tty R AT

Dette betyrat nar 0 <z <20g0 <y <1,saer
1 . 1 2 .
F — — 3 2,2 I |
(@y) = 1227y + 527y + Tz oy
Vi har at [ fx(z)dz = p(X < a) = P(X < a,Y < 1) = F(a,1). Dermed fglger det fra
integralregningens fundamentalsats at
1, 1 2 \' 1 1 2
) = ey, = (ot e+ 2oo) = Lt fhas 2

Alternativt kan vi finne fy(z) nar 0 < z < 2 ved integralet

1
x(z) = —(z*4+axy+2y°)dy = - + = + = =z + —x+ —
fx(z) /05(30 xy + 2y°) dy 5[a:y 5 %Y Y ; 2 TR

Dette gir at

1.2, 1 2 2
Fx(z) = 52+ g+ 15 nar 0 <z <2
0 ellers

Vi bruker denne marginale sannsynlighetstettheten til & finne E(X):

2 1 1 2 21 1 2
BX)= | o (0% + o+ )dv= [ Z2®+ a2+ Zad
(X) /Ox<5x+10‘”+15) v /05x+10w+15$“”

2]2 16 8 4 124+4+4 20 4

.20 730 15 15 15 3
2



(c) Vihar at X og Y er uavhengige hvis og bare hvis fx(z) - fy(y) = f(x,y) for alle verdier av x
og y. Vi har regnet ut fx(z) ovenfor, og finner pa tilsvarende méate

8 4 4 5\ 8 8 12 4 2 8
= F(2.y) = — — — Y+ —yt === g4+ —
fy(y) = F(2,y), < y+20y + 1Y >y AT 5y ECRT

nar 0 < y < 1. Alternativt kunne vi funnet fy (y) ved integrasjon. Dermed har vi

et) o) = (302 ot 2 ) - (3074 2t ) # 30 +aw +20) = S

nar 0 <z <2o0g 0 <y <1 Dette betyr at X og Y ikke er uavhengige.
(d) Vihar p(X <1,Y > §) = F(1,1) = F(1,3) og p(X < 4,Y > 3) = F(3,1) — F(},3). Dette gir

P @ <X<1,y> ;) — (F(L1) = F(1,1/2)) — (F(1/2,1) — F(1/2,1/2))
— F(1,1) — F(1,1/2) — F(1/2,1) + F(1/2,1/2)

Vi bruker F(z,y) = x3y/15 + 2%y?/20 + 2293 /15 = (423y + 322y? + 8xy3)/60 til & regne ut de
enkelte sannsynlighetene:

44348 15 1 243/4+1 15 1
F(ll)=-—1°T°%_2_Z 1,1/2
(L1) 60 60 4 P2 == =604~ 16
Pyagy = MBHBARL 2T A164+3/1648/16 15 1
60 T 60-4 80 60 ~60-16 64
Dette gir at
1 1\ 1 1 7 1 80-20-28+5 37
e X<1Y > )= — Ly 2L ~011
p(z— = —2> 1716 80 Tea 320 = g ~ 0190

Oppgave 4.

(a) Likningen y” — 3’ — 6y = 3 er en linezer annenordens differensiallikning, og den har lgsning
Yy = Yn + yp- Den karakteristiske likningen r2 —r — 6 = 0 har lgsning r = 3, —2, og dermed er
yn = C1e3'+Cae™2. Vi prover 4 finne en partikuleer lgsning y, = A, og innsetting gir —64 = 3,
eller A = —1/2. Dermed er den generelle lgsningen

1
y=un+yp=Cre¥ + Coe ™ — 2

(b) Likningen t?y’ —y = 5 kan skrives som ' — (1/t?)y = 5/t2, og er derfor en fgrsteordens lineser
differensiallikning. Vi har at [ —1/t?dt = 1/t+C siden —1/t> = —t~2. Dermed er integrerende
faktor gitt ved e'/t. Vi far

(et y) =ett. 582 = el/t-y—/el/t~5/t2dt—/e“-(—5)du——5el/t+C

Vi har brukt substitusjonen u = 1/t med du = —1/t2 dt for & 1gse dette integralet. Den generelle
lgsningen blir derfor
y=—5+Ce /!t

Alternativt kunne vi lgst %y’ — y = 5 som separabel differensiallikning.
(c) Likningen y' —ty = 2yt Int kan skrives y' = ty+2ytInt = yt(1421Int). Den er derfor separabel
og vi har at

1 1
;y/:t(l—i—ZlnIf) = /ydy—/t(1+21nt)dt

Vi bruker delvis integrasjon for & lgse integralet pa hgyre side, med v’ =t og v = 1 4 21Int,
som gir u = t2/2 og v’ = 2/t. Dette gir

1 1, 2 1
/t(1+21nt)dt: 2t2(1—|—21nt)—/2t2-tdt: 2t2(1+2lnt)—/tdt

1 1
= 57:2’(1+2mt) - §t2+C’:t2lnt+C

3



Vi far likningen

t2Int . C

Inly|=t*Int+C = |y =e e

Med K = +e© far vi den generelle lpsningen

2
y = K(it Int

Oppgave 5.

(a) Viskriver F =In(2y —y' +2) = In(u) med u = 2y — ¢’ + 2 for & forkorte regningene nedenfor.
De partielle deriverte er
2 _1 , _ 2y/ _ yll
!/ /o / _ 2 I _
Fy—a, Fy/—T = (Fy/)t—u U = u2
Dermed er Euler-likningen for dette problemet gitt ved

2 (2 —y"\ 22—y +2)— 2y —y") Y- +Ay+4
u u? N u? N u? N

0

Multiplikasjon med u? gir dermed at vi kan skrive Euler-likningen som y” — 4y + 4y = —4.
Dette er en inhomogen annenordens lineser differensiallikning, med karakteristisk likning
r?—dr+4=(r—27=0
Vi ser at vi har en dobbel rot » = 2. Den homogene lgsningen av Euler-likningen er dermed
Yh = Cle2t + Cgt 62t == (Cl + 02 t) 62t
For & finne en partikuleer lpsning y,, setter vi y = A, som gir ¥’ = y” = 0. Innsetting gir da
4A = —4, eller A = —1, og dermed y, = —1. Generell lpsningen av Euler-likningen blir da
y=(Cy +Cot)e? — 1

Setter vi inn betingelsene y(0) = 3 og y(2) = 2e* — 1, gir den forste at (Cy + Cy-0)e® — 1 = 3,
eller at C7 = 4, og den andre at (4 + 2C3)e* — 1 = 2e* — 1, eller at 4 + 2Cy = 2. Dette gir
Cy = —1 og dermed
Y1) = (4 1)e — 1
(b) Vi sjekker om F' er konkav i (y,y’); i s& fall vet vi at y* er en lgsning av max-problemet. Vi
regner derfor ut de andrederiverte

—4 2 -1
"o "o 1" _
Fyy—ﬁ’ Fy,y’_ﬁ’ Fy’,y’_ﬁ
og Hesse-matrisen
F// F// , 1 _4 2
ae = (g )= (50 2)
Foy Fyy u? 2 -1
Vi har satt faktoren som er felles utenfor. Vi ser at determinanten blir
1 |—4 2
W 2 =1 0

og at de to uttrykkene pa diagonalen er negative. Derfor er F konkav i (y,y) og y*(t) loser
variasjonsproblemet (gir maksimum).
(¢c) Viharaty = (4 —t)e* —lgiry = —1-e* + (4 —t)e* - 2= (=1 +2(4 — t))e* = (7T — 2t)e*.
Dermed har vi at
2y —y +2=2(4—t)e* — (7T —2t)e* =¥

nar y = y*(t). Den maksimale verdien av funksjonalen blir dermed

J(y*):/02ln(62t)dt:/022tdt: 1%]2 =4



