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Innhold Neste: Forelesning 2

Forelesning 1
Vektorer og vektorregning

1.1 Kort sammendrag

En n-vektor er et n-tuppel av tall v = (v,vs,...,v,). Den kalles ofte kun for en
vektor, og skrives gjerne som en kolonnevektor

Vi kan tolke en vektor som en forflytning, og framstille den geometrisk som en pil
som starter i origo og ender i punktet (vi,va,...,v,) i et n-dimensjonalt koordinat-
system. Lengden av vektoren v er gitt ved

VI =yt +vit- 0

Addisjon og subtraksjon av vektorer, og skalarmultiplikasjon (multiplikasjon av en
vektor med et tall) er viktige regneoperasjoner for vektorer, som gir nye vektorer
som svar. Disse operasjonene skrives

V+W, V—W, rv

og utfgres komponent for komponent. Nullvektoren 0 er vektoren 0 = (0,0, ...,0).
En linezrkombinasjon av vektorene v, Vs, ..., v, er et uttrykk pa formen

rivVi+nrva+- 41y

der koeffisisentene ry, ..., r, er vilkarlige tall.
Indreproduktet v - w mellom to vektorer (som ogsa kalles for prikkproduktet eller
skalarproduktet) er gitt ved

Oppgaver Forelesning 1 L@sninger



4 1 Vektorer og vektorregning
V-W=viwi+vowy+---+v,w,

Det gir et tall (og ikke en vektor) som svar. Indreproduktet har fglgende egenskaper:

V-W=W-V
Vi+V2) W=V -WHVy-W
rv)-w=r(v-w)

4. v-v >0, og likhet holder kun hvis v =0

- (
- (

Vi sier at vektorene v,w er ortogonale hvis v-w = 0. Nar vektorene kan tolkes
geometrisk i et 2- eller 3-dimensjonalt koordinatsystem, sa betyr ortogonalitet at
vektorene star normalt pa hverandre. Lengden til en vektor v kan skrive ved hjelp
av indreproduktet som ||v|| = /v V.
For to n-vektorer v,w gjelder Cauchy-Schwarz’ ulikhet |v-w| < ||v|| ||w||. Hvis
vektorene v,w # 0, kan den skrives pa formen
V-W

<<
V]| {[wl]

Vi definerer vinkelen mellom vektorene v og w til 4 veere den vinkelen o mellom O
og 180 grader som er slik at
VW
cos(@) = ————

VI {Iwll
Uttrykkene er O om vinkelen o er 90 grader, positivt om den er mindre enn 90
grader, og negativt om den er stgrre enn 90 grader.

Om v, w # 0 er to n-vektorer, sa er projeksjonen proj,, (V) = vy vektoren som er
parallell med w og slik at vy, er ortogonal pa v — vy,. Projeksjonen er gitt ved

V-W

proju (v) =~ w

Mengden av alle lineerkombinasjoner av n-vektorene vi,vs,...,v, kalles det
linezert underrom utspent av disse vektorene, og skrives

W =span(vy,va,...,Vy)

Vektorene kalles linezrt avhengige om minst en av vektorene kan skrives som en
linezerkombinasjon av de andre, og linezrt uavhengige ellers. Vektorene er lineart
uavhengige hvis og bare hvis likningen

X1Vi+xvo+-++x,v, =0

kun har den trivielle lgsningen x| = xp = --- = x, = 0. Gitt et linee@rt underrom W,
kan vi alltid finne vektorer {v,...,v,} som er linezrt uavhengige og utspenner W.
Da kalles # = {vy,...,v,} for en basis for W, og antall vektorer d er dimensjonen

til W.
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1.2 Oppgaver

1.1. Regn ut vektorene v+ w, 3v og 2v — 3w nar

1.3. Lgs folgende likning for den ukjente vektoren:

X 3 3
2y 4+31-2]=213
z 7 1

1.4. Vis at fglgende vektorlikning kan skrives som to linezre likninger i to ukjente:

() (3)-0)

Hva blir likningsystemet? Finn ogsé lgsningene av likningssystemet.
1.5. Avgjgr om w er en linezrkombinasjon av vektorene v;, v, 0g V3 nar

0
, V3= -1
0

og V1= y V2=

=

|
W =
ER=1>
- o o

1.6. Avgjgr om w er en linezrkombinasjon av vektorene v;, v, 0g v3 nar

2 1 0 0
w=|—1 og vi= (1], wa=|-1|, v3={0
1 0 0 1

1.7. Avgjgr om w er en linezrkombinasjon av vektorene v;, v, 0g v3 nar
1 —1 5 1
w=|[1 og vi=| 0], vw=[0], vs=10
1 1 -5 0

1.8. Regnutv-w, v-vogv-(v+w) nir

() = ()
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1.9. Regn ut lengden av vektorene v og w og indreproduktet v - w, og bruk dette til
a finne projeksjonen vy, = proj,,(v) av v pa w nar

() = o)

Tegn inn vektorene v, w, og vy i samme koordinatsystem.

1.10. Regn ut lengden av vektorene v og w og indreproduktet v - w, og bruk dette til
a finne projeksjonen vy, = proj,,(v) av v pa w nar

2 3
v=| -1 og w=|[-2
1 4

1.11. Finn alle vektorer som star normalt pa bade v og w nar

2 -3
v=|-3 og w=/|[ 2
4 3

1.12. Bestem de verdiene av 4 slik at de tre vektorene er lineert uavhengige:

1 -2 —1
Vi 3 ) V2 = —4 ) V3 =

S =

1.13. Vis at at linjestykket fra (0,0,0) til (a,b,c) har lengde gitt ved

Va?+b24c?

Hint: Ta utgangspunkt i et rektangulert prisme med sider a,b,c. Vi kan tenke pa
et rektangulert prisme som en «boks» der alle sideflater er rektangulere og star
normalt pa hverandre.

1.3 Lgsninger

1.1 Vihar at

1.2 Vihar at
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0 2 4
v+w=|1], 2v=1|—-4|, 3v—-w=|-9
5 6 7
1.3 Vi har at
x 1 3 3 -3/2
y =3 =3 -2]1+2(3 = 6
z 7 1 —19/2

1.4 Vi kan skrive likningen som
x+3y\ (3
2x—vy)  \1

x+3y=3
2x — y=1

det vil si som likningssystemet

Ved a legge sammen fgrste likning med 3 ganger andre likning, kan vi eliminere y,
og far at 7x = 6, eller x = 6/7. Innsetting i andre likning girday =2x—1=35/7.
Likningssystemet har derfor Igsningen (x,y) = (6/7,5/7).

1.5 Vi ser at w er lineerkombinasjonen
w=v;+3v, —2v3
1.6 Vi ser at w er lineerkombinasjonen
w=2vi+3vy+Vv3
1.7 Vi ser at w ikke er en lineerkombinasjonen av de andre vektorene. Vektorlik-

ningen
W =C1V] +C2V2+C3V3

gir et likningsssystem med tre likninger, og den andre likningen er
1=c1-0+¢cy-04¢3-0

Det finnes selvsagt ingen verdier av de ukjente slik at 1 = 0, derfor har liknings-
systemet ingen lgsninger. Det betyr at w ikke er en line@rkombinasjon av de andre
vektorene.

1.8 Vi har at
v-w=23+(-1)4=2 og v-v=2:24(-1)-(-1)=5

Sidenv:(v+w)=v-v+v-werv-(v+w)=2+5=7.
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1.9 Vi har at
v-v=5 w-w=25 v-w=2

Dermed er ||v|| = v/5 og ||w|| = 5, og projeksjonen er gitt ved

. VW 2 /3
projy(v) = o w= —

1.10 Vi har at
v-v=6 w-w=29 v-w=12

Dermed er ||v|| = v/6 og ||w|| = v/29, og projeksjonen er gitt ved
vew 12 3

w=—|[-2
W-W 29 4

projy (v) =

1.11 Vi kaller den ukjente vektoren x = (x,y,z). At den stir normalt pa v og w gir
betingelsene
x-v=0 <& 2x—3y+4z=0

0g
xw=0 <& —3x+2y+3z=0

Lgser vi de to likningene, gir den fgrste at z = (—2x+3y)/4 = —x/2+3y/4. Setter
vi dette inn i den andre likningen far vi at

—3x+2y+3(—x/2+3y/4) =0 eller —9x/2+17y/4=0

Den siste likningen gir —18x+ 17y = 0, eller y = 18x/17. Setter vi dette inn i ut-
trykket for z, far vi

-2-174+3-18 5
2= —x/2+3y/4 = —x/2+3/4(18x/17) = % =

Dermed er alle vektorene som stir normalt pa v og w pa formen

X X N 17
x=|y|=118x/17| = ( 18
z 5x/17 5

Det er altsa alle multipler av vektoren (17,18,5).

1.12 Vektorene er line@rt uavhengige om ingen av vektorene kan skrives som en
linezerkombinasjon av de andre, det vil si hvis likningen

X1Vi +xv2 +x3v3 =0

kun har den trivielle Igsningen x; = x, = x3 = 0. Vi ma derfor Igse denne likningen
og undersgke om det finnes andre lgsninger enn den trivielle. Vi far likningssystemet
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x—2y— z=0
3x—4y+ z=0
—3x+ y+hz=0

Vi bruker den fgrste likningen til & eliminere x fra de andre likningene. Da far vi
x— 2y-— z=0
2y + 4z=0
=S5y + (h=3)z=0

Deretter bruker vi den andre likningen til a eliminere y fra siste likning. Det gir

x—2y— z=0
2y + 4z=0
(h+7)z=0

Hvis h # —7, gir den siste likningen z = 0. Innsetting i likningen over gir y = 0, og
innsetting i den fgrste likningen gir x = 0. Vi far dermed kun Igsningen x=y=z7=0
nar h # —7, og vektorene er linezrt uavhengige i dette tilfellet. Hvis h = —7, sa er
den siste likningen 0 = 0, og z blir en fri variabel. Vi har derfor (mange) andre
Igsninger enn den trivielle, og vektorene er linezrt avhengige. Svaret er derfor at
vektorene er lineert uavhengige hvis og bare hvis 7 # —7.

1.13 Vi kan tenke oss et rektangulart prisme, der grunnflaten er et rektangel med
lengde a og bredde b, og hgyden er c. Da er (0,0,0) og (a,b,c) to motsatte hjgrner,
og vi ma finne lengden L av linjestykket mellom disse to hjgrnene. Diagonalen i
grunnflaten, fra (0,0,0) til (a,b,0), har lengde

Va*+b?

ved Pytagoras’ setning. Lengden L er derfor hypotenusen i en rettvinklet trekant
med kateter av lengde /a2 + b2 og c. Dermed har vi (igjen ved Pytagoras’) at

2
L2:<\/m> +E=d+0+ = L=Va+p+e
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Forelesning 2
Lineare systemer

2.1 Kort sammendrag

Et m X n linecert system i variablene x,xs, . ..,x, er et system av m linezre likninger
i disse variablene, og kan generelt sett skrives som

aiixy + apxa + ...+ ayx, = by
ax1x; + axxy + ...+ ayx, = by

A1 X1 + AuoXo + ... + AunXy, = by,

Det line@re systemet kan skrives mer kompakt ved hjelp av matriser, og vi bruker
ofte den utvidede matrisen A = (Alb) gitt ved

ap ap ... ap by ayp ap ... ay | b
az1 aAyp ... Ay b2 n azy aAyp ... Ay b2
= .|, b= og = . .
aml Am2 - - Amn bm aml Am2 - - Amn bm
En Igsning av det linezre systemet er en n-vektor (si,s2,...,s,) slik at x; = s,
X2 =82,...,%, = Sy l@ser alle m likninger samtidig. Dersom by =by =--- =b,, =0,

sa kalles det lineere systemet for homogent. Homogene systemer har alltid den
trivielle Igsningen x| =xp = --- =x,, = 0.

Lemma 2.1. Ethvert linecert system har enten ingen lpsninger, én entydig lgsning
eller uendelig mange lgsninger.

Gauss’ eliminasjonsmetode er en effektiv algoritme som kan brukes til a Igse alle
linezere systemer. Vi bruker elementeere radoperasjoner pa den utvidede koeffisient-
matrisen inntil vi har en trappeform, skriver om til et lineart system igjen, and Igser
det ved baklengs substitusjon. Fglgende operasjoner er elemenare radoperasjoner:

Oppgaver Forelesning 2 Lg@sninger



12 2 Linere systemer

1. A legge til et multippel av en rad til en annen rad
2. A bytte om to rader
3. A multiplisere en rad med et tall ulik null

I en rad som ikke bestar av kun nuller, er den ledende koeffisienten den fgrste (altsa
den lengst til venstre) blant koeffisientene som ikke er null. En matrise har trappe-
form om fglgende betingelser holder:

e Alle rader med bare nuller star nedenfor andre rader.
e Hver ledende koeffisient star lenger til hgyre enn ledende koeffisienter i radene
ovenfor.

En pivor er en ledende koeffisient i en trappeform. Baklengs substitusjon er pro-
sessen hvor vi Igser likningene i baklengs rekkefglge (vi starter med den nederste
likningen). Hver likning lgses for variabelen i pivotposisjonen. Variablene som ikke
er i pivotposisjoner kalles frie variabler.

Lemma 2.2. Enhver matrise kan gjgres om til en trappeform ved hjelp av elemen-
teere radoperasjoner. Trappeformen er ikke entydig, men pivot-posisjonene er det.

Rangen til en matrise A, som skrives rkA, er antallet pivot-posisjoner i A. Vi kan
finne rangen ved a finne en trappeform for A og telle antall pivoter.

Lemma 2.3. Et m X n linecert system har lgsninger hvis kA = kA, og ingen lgs-
ninger ellers. Hvis det linecere systemet har lgsninger, er antallet frie variabler gitt
ved n —rk A.

Dersom vy, vy, ..., Vv, er m-vektorer, sd er de linezrt uavhengige hvis og bare hvis
likningen
X1V +xvo+-+x,v, =0
kun har den trivielle lgsningen x; = x; = --- = x,, = 0. Vi kan undersgke dette ved &

danne m x n-matrisen A med vektorene som kolonner, og finne trappeformen til A:

1. Vektorene er linezrt uavhengige hvis og bare hvis rk(A) = n, det vil si at det er
en pivot-posisjon i hver kolonne.

2. Kolonnevektorene i A som svarer til pivot-posisjoner danner en basis for det li-
neaere underrommet W = span(vy,...,v,).

2.2 Oppgaver

2.1. Skriv ned koeffisientmatrisen og den utvidede matrisen i hvert tilfelle:

x+ y— z=0
b) x— y+ z=2
x—2y+4z=3

2x+ 5y =6
%) 3x—-—Ty=4



2.2 Oppgaver
2.2. Skriv ned det line@re systemet i variablene x,y,z med utvidet matrise

1 2 0|4
2 -31|0
7 4 1|3

2.3. Lgs det linezre systemet

x+ y+ z=1
x— y+ z=4
xX+2y+4z=17

2.4. For hvilke verdier av h har det linezre systemet lgsninger?

x+ y+z=1
x— y+z=4
x+2y+z=h
2.5. Lgs de linezre systemene
x+ y+ z=1 2x+2y— z= 2
a) x— y+ z=4 b) x4+ y+ z=-2
xX+2y+4z=1 2x+4y—-3z= 0

2.6. Lgs det linezre systemet ved hjelp av Gauss-Jordan eliminasjon:

x+ y+ z=1
x— y+ z=4
x+2y+4z=17

2.7. Lgs de line®re systemene

6 —7
g b oybac=4 ) 3§i )
ooyt =l .

2.8. Bestem Igsningene av

x+2y+ 3z=1
—x+ay —21z=2
3x+T7y+ az=0»>b

for alle verdier av parametrene a og b.

2.9. Finn pivot-posisjoenene til matrisen

1 3417
32107
—-13249
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2.10. Vis at systemet har uendelig mange lgsninger:

x4+ 6y —Tz+3w=1
X+9y —6z+4w =2
x+3y—8z4+4w=>5

Finn frie variabler og uttrykk de andre variablene ved hjelp av de frie.

2.11. Lgs de line®re systemene:

x—3y+ 6z=-1 x+ y+ z= 0
a) 2x—5y+10z= 0 b) 12x+2y—-3z= 5
3x -8+ 17z= 1 3x+4y+ z=-4

2.12. Finn rangen til matrisene:
1 2 -13
a) (é 126> b) (;3‘1‘) o (2 4 -47
-1-2-1-2

2.13. Finn rangen til matrisene:

1300 2137 5_12_11;
(@) [2 4 0-1 b) |[—-1431 o | 21 S5
1-12 2 32511 P

2.14. Vis at et 4 X 6 homogent linezrt system har ikke-trivielle lgsninger.
2.15. Finn en basis for det linezere underrommet utspent av vektorene

1 -2 —1 1
V] = 2 , V)= 1 , V3= 1 , V4= 2
-1 1 —1 -3

2.3 Lgsninger

Legg merke til: Vi regner ut en trappeform i flere av oppgavene, og en trappeform
er ikke entydig. Dermed er det fullt mulig & komme fram til en annen trappeform
enn i Igsningene nedefor som gir riktig svar.

2.1 The coefficient matrix and the augmented matrix of the system is given by

11 -1 11 -1[0
a) (§—57) @_57‘2) by [1-1 1], [1-11[2
1-2 4 1-2 43



2.3 Lgsninger 15
2.2 The linear system is given by

x+ 2y =4
2x—=3y+2z2=0
Tx+4y+2=3

2.3 We solve the linear system

x+ y+ z=1
x— y+ z=4
x+2y+4z=17

by substitution. First, we solve the first equation for z and get z=1—x—y. Then
we substitute this expression for z in the last two equations. We get

—2y=3
—3x—-2y=3
We solve the first equation for y, and get y = —1.5. Then we substitute this value for

y in the second equation, and get x = 0. Finally, we substitute both these values in
z=1—x—yand get z=2.5. The solution is therefore x =0, y = —1.5, z=2.5.

2.4 We solve the linear system

x+ y+z=1
x— y+z=4
x+2y+z=nh

by substitution. First, we solve the first equation for z and get z=1—x—y. Then
we substitute this expression for z in the last two equations. We get

-2y = 3
y=h—-1
We solve the first equation for y, and get y = —1.5. Then we substitute this value
for y in the second equation, and get —1.5 = h — 1. If A = —0.5, this holds and the
system have solutions (x is a free variable, y=—1.5andz=1—x—y=2.5—x).
If i # —0.5, then this leads to a contradiction and the system have no solutions.
Therefore, the linear system have solutions if and only if 2 = —0.5.

2.5 The linear systems have the following augmented matrices:

11 1)1 221 2
a) |1-11[4 by |11 1|2
12 4[7 24-3| 0

a) To solve the system, we reduce the system to an echelon form using elementary
row operations. The row operations are indicated.
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11 11
1-11|4 Ry < R+ (—1)Ry
1 2 4|7 R3(—R3+(—1)R1
11 11

=10-203
01 3|6 R3 + R3+ (0.5)R;
11 1 1

=10-20] 3
0 0 3|75

From the last equation we get z = 2.5, substitution in the second equation gives
y = —1.5, and substitution in the first equation gives x = 0. Therefore, the solution
ofa)isx=0,y=—-1.5,z=2.5.

b) To solve the system, we reduce the system to an echelon form using elementary
row operations. The row operations are indicated.

22 1| 2
11 11]-2 Ry <+ R, + (—O.S)Rl
24 -3 0 R3; <R3+ (—1)R;
22 -1 2
=10015|-3 Ry <R3
02 -2(-2 R; + R»
22 —1| 2
=102 -2|-2
001.5|-3
From the last equation we get z = —2, substitution in the second equation gives
y = —3, and substitution in the first equation gives x = 3. Therefore, the solution of

b)isx=3,y=-3,z=-2.

2.6 We reduce the system to the reduced echelon form using elementary row ope-
rations:
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1 1 1f1
1-11|(4 Ry <—R2+(—1)R1
1 2 4(7 R3<—R3—|—(—])R1
1 1 1|1
=10-20|3
01 36 R3 <—R3+(0.5)R2
11 1] 1
=10-20| 3 Ry« (—1/2)-R,
0 0 3|75 R3<—(1/3)-R3
111 1 Ri < R+ (=1)Ry 4+ (=1)Rs
=[010|—-1.5
001 2.5
100 0
=[010|—-1.5
001 25

We read off the solution of the system: x =0, y= —1.5, z=2.5.

2.7 a) We reduce the linear system to an echelon form:

—4 6 4|4 N —464(4
2 —11]1 0 233
We see that the system has infinitely many solutions (z is a free variable and x,y are
basic variables). We reduce the system to a reduced echelon form:

—464|4 1-15-1|-1 N 101.25|1.25
0 233 0 1 15|15 011515
We see that x + 1.25z = 1.25, y+ 1.5z = 1.5. Therefore the solution is given by

x=1.25-1.25z, y=1.5—1.5z (zis a free variable).
b) We reduce the linear system to an echelon form:

6 117 6 1| 7 6 1| 7
3 114 = 00.5/0.5 = 00.5]0.5
-6 2|1 0-1| 8 00| 9

We see that the system has no solutions.

2.8 We find the augmented matrix of the linear system and reduce it to an echelon

12 3|1 1 2 3 1
—1la-212 = 0a+2 —18 3
37 al|b 0 1 a-9/b-3

We interchange the last two rows to avoid division with a + 2:
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12 3 1 12 3 1
01 a=9pb-3| = |01 a—9 b—3
0a+2 —18| 3 00—18—(a—9)(a+2)|3—(b—3)(a+2)

We compute —18 — (a —9)(a+2) = 7a —a*. So when a # 0 and a # 7, the system
has a unique solution. When a = 0, we compute 3 — (b —3)(a+2) =9 —2b. So
when a = 0 and b # 9/2, the system is inconsistent, and when a = 0, b = 9/2,
the system has infinitely many solutions (one degree of freedom). When a = 7, we
compute 3 — (b —3)(a+2) =30—9b. So when a = 7 and b # 30/9 = 10/3, the
system is inconsistent, and when a = 7, b = 10/3, the system has infinitely many
solutions (one degree of freedom).

2.9 We redude the matrix to an echelon form using row elementary row operations:

1 3417 13 4 1 7 13 4 1 7
32107 = 0-7-11-3-14 = 0-7 —-11 -3-14
—-13249 06 6 5 16 00 —24/7 % x

We have not computed the entries marked * since they are not needed to find the
pivot positions. The pivot positions in the matrix are marked with a box:

[1] 3 417
3[2] 107
~1 3 [2]49

2.10 We find the augmented matrix and reduce it to an echelon form using elemen-
tary row operations:

16-73|1 1 6 =73|1 16—-73]|1
19 -64|2 = 03 111 = 03 1 11
13 -84|5 0-3-11}4 00 0 2{5

We see that the system has infinitely many solutions and one degree of freedom (z
is a free variable and x,y,w are basic variables). To express x,y,w in terms of z, we
find the reduced echelon form:

16-73|1 16 -7 3| 1 10 -9 0]-7/2
03 1 11| = (or1313)1/3] = |011/30/-1/2
00 0 2[5 00 0 152 00 0 1| 5/2

We see that x — 9z = —7/2, y+2z/3 = —1/2 and w = 5/2. This means that the
solution is given by x =9z —7/2, y = —z/3—1/2, w =5/2 (z is a free variable).

2.11 a) We find the augmented matrix of the linear system and reduce it to an
echelon form:

1 -3 6|-1 1-3 6 (-1
2-5101 0 = 01 =2 2
3817 1 00 1| 2
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Back substitution gives the solutionx =5, y=6, z=2.
b) We find the augmented matrix of the linear system and reduce it to an echelon
form:

11 1] 0 11 1 0

122 -3| 5 = 01 -2 -4

341 |-4 00 —35(-35
Back substitution gives the solutionx =1, y= -2, z=1.

2.12 a) We find an echelon form of the matrix:

12 12

816 00
We see that the rank of A is 1 since there is one pivot position.
b) We find an echelon form of the matrix:

134 N 1 3 4
201 0—-6-7

We see that the rank of A is 2 since there are two pivot positions.
¢) We find an echelon form of the matrix:

1 2 -13 12-13 12-13
2 4 47 = 00-21 = 00-21
-1-2-1-2 00-21 0000

We see that the rank of A is 2 since there are two pivot positions.

2.13 a) We find an echelon form of the matrix:

1300 1300 1300
2 4 0-1 = 0-20-1 = 0-20-1
1-12 2 0-42 2 0024

We see that the rank of A is 3 by counting pivot positions.
b) We find an echelon form of the matrix:

2137 21 3 7 21 3 7
—-1431 = 0454545 = 0454545
32511 00.50.50.5 00 0 O

We see that the rank of A is 2 by counting pivot positions.
¢) We find an echelon form of the matrix:

1 —2-11 1-2-1 1
21 1 2 05 3 0
11 -1-3| T lo-1-2-
2520 0-9 —4
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We interchange the two middle rows to get easier computations:

1-2-1 1 1-2-1 1 1-2-1 1
0-1-2-2 0-1-2 —2 0-1-2 —2
05 3 0 = loo —7-10] T |oo0o -7-10
0-9-4 2 00 14 20 00 0 0

We see that the rank of A is 3 by counting pivot positions. T

2.14 Let A be the 4 x 6 coefficient matrix of the homogeneous linear system. Then
n = 6 (there are 6 variables) while tkA < 4 (there cannot be more than one pivot
position in each row). So there are at least two degrees of freedom, and the system
has non-trivial solutions.

2.15 Fra oppgave 2.13 c) vet vi at matrisen med disse vektorene som kolonner har
pivot-posisjoner i de tre fgrste kolonnene. Derfor er {v,v,,v3} en basis det linezre
underrommet (mens v4 er en lineerkombinasjon av disse tre vektorene).
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Forelesning 3
Matriser og matriseregning

3.1 Kort sammendrag

En m X n matrise er en samling av tall ordnet i m rader og n kolonner, og skrives

a a2 ... dp
azy1 4ayp ... dop

aml Am2 ... Amp

Viktige operasjoner for matriser er addisjon, subtraksjon, transponering, multiplika-
sjon og skalarmultiplikasjon (multiplikasjon av en matrise med et tall), og skrives

A+B, A—B, AT, AB, rA

Disse operasjonene gir nye matriser som svar. Regning med matriser fglger de fleste
regneregler som gjelder for regning med tall, men AB er ikke ngdvendigvis lik BA
nar A,B er matriser, og AB = 0 betyr ikke ngdvendigvis at A = 0 eller B = 0. Merk
at Ar = rA nér rer et tall og at (AB)T = BTAT,

En kvadratisk matrise er en matrise med like mange rader som kolonner. For
kvadratiske matriser kan vi regne ut potensene

n faktorer

Det er ofte arbeidskrevende a regne ut potenser av matriser, men om A er en diagonal
matrise (dvs a;; = 0 om i # j) er det enklere:

ail 0 ...0 a'lnl 0 ...0
0 ayy ... 0 0 ang... 0
A= . . . = A"=] . :
0 0 Ann 0 0 an,

Oppgaver Forelesning 3 L@sninger
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En kvadratisk matrise kalles invertibel med invers A~! om det finnes en matrise A ™!
slikat A-A~! = A~'A =1, hvor I = I, er identitetsmatrisen (den diagonale matrisen
med ay; = ax =--- = a,, = 1). Videre er A symmetrisk om AT =A og ortogonal
omA~-!l =AT,

Determinanten det(A) = |A| er en funksjon som er definert for alle kvadratiske
matriser A, og som gir et tall som svar. En viktig egenskap er at

Aerinvertibel < det(A) #0

Determinanten har egenskapen at det(AB) = det(A) det(B) og at det(AT) = det(A).
Hvis A,B er invertible, sa er (AB)~! = B~!A~!. Determinanter kan regnes ut ved
hjelp av kofaktorutvikling eller ved hjelp av Gauss-eliminasjon. For 2 x 2-matriser
har vi at

A= <Ccl Z) = det(A) =

Et homogent m X n linezrt system kan skrives pa formen Ax = b. Om det linezre
systemet er kvadratisk (m = n) og homogent (b = 0), s har vi at

ab

1 d —b
g -1_
cd‘ad bc og A d—he (—c a>

det(A) 20 < 1k(A)=n <  Ax=0har kun triviell Igsning x =0

Hvis det(A) = 0, betyr det at rk(A) < n, og systemet Ax = 0 har uendelig mange
Igsninger og n —rk(A) frihetsgrader (frie variable).

Samlingen {v;,v2,...,v,} av vektorer kalles ortonormal dersom ||v;|| = 1 for
alle i, og v; - v; = 0 for alle i # j, altsd om alle vektorene har lengde 1 og vektorene
parvis star normalt pa hverandre. En kvadratisk matrise er ortogonal hvis og bare
hvis dens kolonnevektorer danner en ortonormal mengde av vektorer.

3.2 Oppgaver

3.1. Regn ut 4A + 2B, AB, BA, BI og IA nar

a=(3) m=(20) (1Y)

3.2. Vis matriseloven (AB)” = BT AT nir A og B er 2 x 2-matriser.
3.3. Forenkle fglgende matriseuttrykk:

a) AB(BC—CB)+ (CA—AB)BC+CA(A—B)C
b) (A—B)(C—A)+(C—B)(A—C)+(C—A)?

3.4. En m x n-matrise skrives ofte som A = (a;;)mxn, hvor a;; er koeffisienten i A i
rad i og kolonne j. Vis at hvis m = n og a;; = aj; for alle i og j, sier A = AT, Gi
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et konkret eksempel pa en matrise med denne egenskapen, og forklar hvorfor det er
rimelig & kalle en matrise A symmetrisk ndr A = A7

3.5. Regn ut D?, D? og D" nér
20 0
D=10-30
0 -1

3.6. Skriv ned det 3 x 3 line@re systemet som svarer til matriselikningen Ax = b nar

31 5 X1 4
A=|5-3 2|, x=[|x|, b=|-2
4 -3 -1 X3 —1

3.7. Lgs matriselikningen 2A 4+ 3X = I for X nar

23
=)
3.8. Skriv det linezre likningssystemet

X1+ 3x =4
2)C1— X2:1

som en matriselikning og som en vektorlikning.

3.9. Regn ut |A| ved hjelp av kofactorutvidelse langs fgrste kolonne, og deretter
langs den tredje raden, nar
123
A=1056
108

Sjekk at svaret blir det samme. Er A inverterbar?

3.10. Beregn determinanten ved hjelp av kofaktorutvikling. Det Ignner seg & velge
en rad eller kolonne slik at regningen blir sa enkel som mulig.

35-8 4
02 3 -7
001 5
000 2

3.11. Beregn determinanten ved hjelp av kofaktorutvikling. Det Ignner seg & velge
en rad eller kolonne slik at regningen blir sa enkel som mulig.



24 3 Matriser og matriseregning

40-7 3 -5
002 0 O
73 -6 4 =8
505 2 =3
009 -1 2

3.12. La A og B veere 3 x 3-matriser med |A| =2 og |B| = —5. Finn |AB|, | —3A| og
| —2AT|. Regn ut |C| nar C er matrisen vi far fra B nr vi bytter om to rader.

3.13. Regn ut determinanten ved hjelp av elementare radoperasjoner:

31 5
9 3 15
-3-1-5

3.14. Finn den inverse matrisen A1, hvis den eksisterer, nir A er matrisen gitt ved

b a-(Y mas(h) e

3.15. Regn ut kofaktormatrisen, den adjungerte matrisen og den inverse matrisen til
disse matrisene:

123 10b
a) A=1056 b) B=|010
108 001

Sjekk at AA"! =T ogat BB~! = 1.
3.16. Skriv det line®re systemet av likninger

S5x1 +x =3
2)61—)62:4

pa matriseform AX = b og lgs det ved & bruke A~

3.17. Det finnes en effektiv metode for a finne den inverse til en matrise ved hjelp
av radoperasjoner. Anta at vi skal finne den inverse til matrisen

123
A=1133
257

Vi skriver da ned matrisen

123100
(AlN)=1133]010
2571001
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og reduserer den til redusert trappeform ved a bruke elementare radoperasjoner:
Farst legger vi til (—1) ganger den fgrste raden til den andre raden:

123|100 1231100
133|010 = 010|-110
257|001 2570 01

Vi legger til (—2) ganger den fgrste raden i siste rad:

1231 00 12311 00
010[—-110 = 010|-110
25710 01 011{-201

Vi legger til (—1 ganger den andre raden til den tredje raden:

1231 00 123(1 00
010|-110 = 010|-1 10
011{-201 001|—-1-11

Sé legger vi til (—3) ganger den siste raden til den fgrste

123(1 00 12014 3 -3
010[—-1 10 = 010j-11 0O
001|—-1-11 001|-1-11

og (—2) ganger den andre raden til den farste:

12004 3 -3 1006 1 -3
01o0j—-11 0O = 010/-11 O
001|—-1-11 001j—-1-11

Vi har na fitt matrisen pa formen (I|{A~") og derfor er
6 1 -3
All=[-11 0
-1-11

Bruk samme teknikk til & finne den inverse matrisen til disse matrisene:

010 200 111 310
a) [100 by (030 o) |or11 d o010
001 001 001 002

3.18. Undersgk om det homogene likningssystemet har ikke-trivielle Igsninger:

x1+ x=0
2x1—3x2:O
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3.19. Finn alle Igsninger av det homogene likningssystemet

X1 +x+ x3=0
2x1 +xp —2x3 =0

Hvor mange frihetsgrader har dette likningssystemet?
3.20. Vi betrakter det homogene likningssystemet Ax = 0, der A er gitt ved
17 -2
A=10s 0
11 4

og s er en parameter. For hvilke verdier av s har dette likningssystemet ikke-trivielle
lgsninger? Finn eventuelt antall frihetsgrader i hvert tilfelle.

3.21. Anta at {v{,Vva,...,v,} er en ortonormal mengde med n-vektorer. Vis at vek-
torene da er line&rt uavhengige.

3.3 Lgsninger

3.1 Vihar at
12 24 2512 28 12
4A+2B—(304), AB—(1524), BA—(1421), BI=B, IA=A
3.2 La
_f(ab _(xy
a=(la) o= ()
Da far vi

_fab\ (xy\ (ax+bzbw+ay T (ax+bz cx+dz
AB = <c d) (z w> o <cx—|—dz dw+cy> = (AB)" = bw+ay dw+cy
0g
r_f(ac r_(xz 7,7 _ (ax+bz cx+dz
A _<bd)’ B _(yw> — B4 _(bw—f—aydw—i—cy)

Ved 4 sammenlikne uttrykkene, ser vi at (AB)T = BT AT
3.3 Vihar
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(a) AB(BC—CB)+ (CA—AB)BC+ CA(A — B)C = ABBC — ABCB +CABC
— ABBC 4 CAAC — CABC = —ABCB + CAAC = —ABCB + CA*C

(b) (A—B)(C—A)+(C—B)(A—C)+(C—A)* =AC—A*> —BC+BA+CA
—C?>~BA+BC+C*—CA—AC+A*=0

3.4 Uttrykket i posisjon (j,i) i AT er lik uttrykket i posisjon (i,j) i A. Derfor vil en
kvadratisk matrise A oppfylle AT = A hvis g ;= aj;. Matrisen

har denne egenskapen. Betingelsen a;; = aj; uttrykker symmetri om diagonalen i A,
s& det er rimelig 4 kalle en matrise med A7 = A symmetrisk.

3.5 Viregner ut

20 0 400
D*=10-3 0 =(090
00 —1 001
20 0)\° 8 0 0
D’=10-30 =[0-27 0
00 —1 00 —1
20 0\" 2”0 0
D'=(0-30 | ={0(=3)" 0
00 —1 0 0 (=1
3.6 Viregner ut
31 5 X1 3x1 +x2+5x3
Ax=|5-3 2 xy | = | 5x1 —3x+2x3
4 -3 —1 X3 4x1 —3X2—X3

Dermed ser vi at Ax = b hvis og bare hvis

3x1 + x + 5x3 4
Sx1 — 3xp + 2x3 = -2
dx; — 3xp — x3 = —1

3.7 Viharat 2A +3X =1 gir 3X =1—2A, og dermed at

v =5 (55 ) = (6

3.8 Vi skriver systemet pa matriseform som
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13 (X _ 4
2 -1 x)  \l
1 3 4
“(a) e (3)=()

3.9 Vi regner fgrst ut |A| ved & bruke kofaktorutvikling langs ferste kolonne:

og pa vektorform som

|A| = a1An + a4z +az1As3

56 23 23
(I _1\2+L Q. 13+ g
=(-1)""1 ‘OS‘JF( 1)=7-0 ‘OS’H 1> -1 ‘56‘
=(5-8—-0-6)+0+(2-6-5-3)
=40+12—-15=37
Sé regner vi ut |A| ved & bruke kofaktorutvikling langs tredje rad:
|A| = a31431 +azAsz +a33As;
23 13 12
_(_1\3+1 . 1. _1\3+2 .. _1\3+3 . q.
=(-1) 1’56’+( 1)"2.0 ‘06'+( 1)°*-8 ’05‘
=(2-6-5-3)+0+8-(1-5-0-2)
=12-154+8-5=37
Vi ser at det(A) = 37 # 0 ved begge metoder, dermed er A invertibel.
3.10 Vi utvikler langs fgrste kolonne to ganger, og far
(3);_38 —47 237 15
=301 5|=3-2- =3-2-(1-2)=12
001 5 00 2 02
000 2

3.11 Vi utvikler langs andre rad og deretter langs andre kolonne, og far

40-7 3 =5

002 0 0 ‘7“3)3:2 43 -5
7364 —8/=2(=1)|g , ,l=-23:52 -3
505 2 -3 00 1 > 0-1 2
009 —1 2

Vi regner sd ut 3 x 3-determinanten ved & utvikle langs fgrst kolonne, og far at
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40-7 3 -5
002 0 0
73 -6 4 —8|=—6(4(4—3)—5(6-5))=—6(—1)=6
505 2 -3
009 —1 2

3.12 Viregner ut
|AB| = |A||B|=2-(-5)=-10
| —34| = (=3)|A| = (—27)-2 = —54
|~ 247 = (~2)’|A"] = (~8)-]A| = (-8)-2= ~ 16
€] = 1B = —(-5) =5
3.13 Huvis vi legger til fgrste rad i siste rad for a forenkle determinanten, far vi

315 315
9 3 15/=|9315|=0
-3-1-5 000

3.14 For a undersgke om matrisene er invertible, regner vi ut determinantene:

13 13 12
o |3=o m [3=er0 o fF=120

Dermed er matrisene i b) og c) invertible, og vi har at

o (53 =)0 () -67)

3.15 For a finne kofaktormatrisen, ma vi regne ut alle kofaktorene til A:

56 06 05
C11:(71)1+1' 08 :403C12:(71)1+2. 18‘67C13(1)3+1' 10‘5
Gy = (-1 (2)2 =—16,Cp = (—1)*". };‘—5&'23:(—1)2“ ig‘—z

23 13 12

3+l _ )32, _ (1343 _
C31—( 1) 56 3,Cyp ( 1) 06‘ 6, Cs3 ( ]) 05’ 5

Fra dette finner vi kofaktormatrisen C = (C;;) og den adjungerte matrisen CT til A:

40 6 -5 40 6 —5\" 40 —16 —3
c=1|-16 5 2 = cl'=[-165 2 =16 5 —6
3 65 3 65 -5 2 5

Vi fant at determinanten |[A| = 37 of A i oppgave 3.14. Den inverse matrisen er da
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40
oy (40 -16-3 4
at=—[6 5 —6|=| 2
31\s 2 5 5

37

Vi gar fram pa samme mate for matrisen B, og finner

100 100
c=|1010] = c'"=(o010
-b01 —-b01
Siden |B| = 1, er B~! gitt ved
10-b
B'=(010
00 1

T

3 Matriser og matriseregning

o 3

T3

37 37

2 3

37 37
10-b
=010
00 1

Vi sjekker at AA~! =1 og at BB~! = I ved & multiplisere sammen matrisene, og ser

at det stemmer.

3.16 Merk at

Sxi+x\ (51 X1
2)C1—)C2 o 2 —1 X2
Det betyr at
Sx1+x=3
2x1—xp =4

kan skrives om som
51

2 -1

)

3
4

X1
X2

(

51
2 -1

)

)=
()

Derfor har vi at

X1
X2

-

Siden |A| =5(—1)—2-1

| 11
at=(17
7

7

).

).

—7 # 0, sa er A invertibel og

).

Multipliserer vi likningen Ax = b med A~ fra venstre, far vi

A ' Ax=A"Tp.

Siden A~'A =TI and Ix = x fér vi at x = A~ 'b. Lgsningen er dermed
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Altsaerx; = 1 og xp = —2.

3.17 Vi reduserer i hvert tilfelle matrisen (A|) til en redusert trappeform (I|A~")
ved & bruke elementzre radoperasjoner. Vi kan deretter lese av A~! fra den reduserte
trappeformen. I det fgrste tilfellet far vi

010100 100010
a) 100010 —[010100
001001 001001

ved a bytte om de to gverste radene. Det betyr at

1

010\ 010
A'=(100 =(100
001 001

I de andre tilfellene finner vi pa tilsvarende mate den inverse matrisen:

700 1-10 1-30
Al =10l0|, gA'=(01 1|, H)A'=[0 1 0
001 00 1 00 3

3.18 Vi regner ut determinanten til koeffisientmatrisen:

11

A=, Y

‘:—3—2:—5
Siden |A| # 0, sa har det linezre systemet kun lgsningen x = 0, og ingen ikke-
trivielle Igsninger.

3.19 Vi finner den reduserte trappeformen til koeffisientmatrisen til det linezre

systemet:
111 . 11 1 N 10-3
21-2 0-1-4 01 4

Altsa er det en frihetsgrad, og vi kan bruke z som fri variabel, siden den tredje
kolonnen er den eneste uten pivot. Likningene blir x —3z =0 og y+4z = 0, sa
lgsningene kan skrives som

X 3z 3
y| = —47z | =z | -4
z Z 1

Det er uendelig mange Igsninger og de ligger langs en rett linje utspent av vektoren
(3,—4,1).



32 3 Matriser og matriseregning

3.20 Vi regner ut determinanten til koeffisientmatrisen ved & utvikle langs andre
rad:

17 -2
|A|=10s O si_42’6s
11 4

For s # 0 sé er det(A) # 0, og systemet har kun den trivielle lgsningen. For s = 0
har systemet ikke-trivielle lgsninger siden det(A) = 0. Vi finner antall frihetsgrader
i dette tilfellet ved & finne en trappeform:

17 -2 17 -2 17 =2
000 — 11 4 — 0-6 6
11 4 000 00 O

Vi ser at det er en frihetsgrad og at vi kan velge & bruke z som fri variabel nar s = 0.
Det er derfor et en-dimensjonalt rom (en linje) av lgsninger i dette tilfellet.

3.21 Siden n x n-matrisen A med vektorene som kolonner, gitt ved
A= (Vl vy ... V”)

er en ortogonal matrise, s er A~! = AT Det betyr spesielt at det(A) # 0, og dermed
at likningen Ax = 0 kun har den trivielle lgsningen x = 0, og kolonnevektorene er
derfor lineart uavhengige.
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Forelesning 4
Egenverdier og egenvektorer

4.1 Kort sammendrag

La A veere en kvadratisk n x n matrise. En egenverdi for A er et tall A slik at likningen
Ax = Ax

har en ikke-trivielle Igsninger x = 0 (det vil andre lgsninger enn x = 0). Legg merke
til at for ethvert tall A er likningen ovenfor et n X n homogent lineart system med
ukjent n-vektor x, som kan skrives pa formen

(A=ADx=0
Derfor er egenverdiene til A lik lgsningene av den karakteristiske likningen
det(A—AI)=0

som er en likning av grad n med ukjent A. Nér A er en 2 X 2 matrise, s blir den
karakteristiske likningen

A= <Z Z) = Karakteristisk likning: A2 — (a4 d)A + (ad — bc) = 0

Vi kan skrive dette som A2 —tr(A)A +det(A) = 0, der tr(A) kalles sporet til A og
er definert som summen av elementene pa diagonalen i A. Nar n > 3 kan det vere
vanskelig a lgse den karakteristiske likningen siden den har grad minst tre.

Hvis A er en egenverdi for A, sa har det linezre systemet (A — AI)x = 0 minst
en frihetsgrad, og lgsningene av dette systemet kalles egenvektorer for A med egen-
verdi A. Samlingen av disse egenvektorene kalles egenrommet E; og er et lineert
underrom. For en gitt A kan vi finne en basis for E; ved Gauss-eliminasjon. Antall
frihetsgrader kan ikke veere stgrre enn multiplisiteten m til egenverdien A.

Dersom en n X n matrise A har n egenverdier A1, 43, ..., A, (der vi tillatter at noen
av egenverdiene er like; en egenverdi med multiplisitet m forekommer m ganger i

Oppgaver Forelesning 4 Lg@sninger
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listen), sa har vi
det(A)=A;-Ap----- Apy (A=A + A+ + A,

En symmetrisk 7 X n matrise har alltid n egenverdier.
En n x n matrise A er diagonaliserbar om det finnes en invertibel matrise P slik
at
P 'AP=D

er en diagonal matrise. Dette er tilfellet hvis og bare hvis A har n egenverdier og n
linezert uavhengige egenvektorer. I sa fall er P en matrise med disse egenvektorene
som kolonner, og D har egenverdiene pa diagonalen. En symmetrisk matrise er alltid
diagonaliserbar, og P kan da velges som en ortogonal matrise.

4.2 Oppgaver

4.1. Finn egenverdiene til disse matrisene:

@ (31) 0 (01) 9 (3)

4.2. Finn egenverdiene til A, og bruk dem til 4 finne det(A) og tr(A) i hvert tilfelle:

. ~10 0 301
a)A—<1 2) A= 0 -20]| c)A=[040
0 0 -1 105

4.3. Finn alle egenvektorene til fglgende matriser:

~10 0 74 -1
a){ 0201 b 0317
0 0 -1 00 1

4.4. Finn alle egenvektorer for disse matrisene:

@ (31) (1) 9 (3)

4.5. Finn egenverdiene til matrisen

7 -2
A=10s O
11 4

Finn alle egenvektorene til A nar s = 2. Er A diagonaliserbar for s = 2?
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4.6. Finn alle egenverdier og egenvektorer til matrisen

1/1 -1
=3 (—1 1 )
Bruk dette til & gi en geometrisk tolkning av linezrtransformasjonen gitt ved multi-
plikasjon med A.

4.7. En kvadratisk matrise A = (a;;) slik at a;; = 0 nar i > j (altsa at den delen av
matrisen som er under diagonalen er null) kalles gvre triangulcer. Hva kan du si om
egenverdiene til en gvre trianguler matrise?

4.3 Lgsninger

4.1 a) Matrisen har karakteristisk likning A2 — 21 — 3 = 0, og egenverdier

I ESVERY)

A 2

=1+£2=3,-1

b) Matrisen har karakteristisk likning A2 — 24 + 1 = 0, og egenverdier A = 1 og
A =1 (en dobbelrot).
¢) Matrisen har karakteristisk likning A2 — 91 + 8 = 0, og egenverdier

9+BT-32 947
- ) - ==

A 8,1

4.2 a) Matrisen har karakteristisk likning A2 — 34 + 1 = 0, og egenverdier

g 3EVO-4 3+4/5
N 2 2
Derfor er 9_5
det(A) = iy = % =1, tr(A)=4+i =3
b) Matrisen har karakteristisk likning (—1 —A)(=2—A)(—1—24)=0,0gA =43 =

—1 og Ay = —2. Derfor er
det(A) = l])Lz)Lg, = -2, tr(A) =M+l +A,3 =—4
c¢) Matrisen har karakteristisk likning

3-4 1

(4_}”)' I 5-2

’:(4—/1)(/12—8/1“4):0

og egenverdier A = 4 og
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1:817 V624_56:4i\f2

Derfor er
det(A) = M3 = 4(16—2) = 56, tr(A) =M+ +A3=4+8=12

4.3 a) Egenverdiene er A = —1 og A = —2 fra Oppgave 4.2. Egenvektorene for
A = —1 er gitt ved

000
A-AI=10-10
000
Vi ser at x og z er frie variabler, og y = 0. Egenvektorene med A = —1 er dermed

X 1 0
x=10]=x|0]+z]|0
Z 0 1

Egenvektorene for A = —2 er gitt ved

100
A—-AI=1000
001

Vi ser at y er en fri variabel, og x = z = 0. Egenvektorene med A = —2 er dermed
0

0
x=|y|]=y|1
0 0

b) Egenverdiene er A = 7,3, 1 siden matrisen er gvre trianguler, og egenvektorene
for A =7 er gitt ved matrisen

04 —1
A—-Al=|0-417
00 —6

Vi ser at x er en fri variabel, og at y = z = 0. Egenvektorene med A = 7 er dermed

1
=x|0
0

»
I
ER=R"

Egenvektorene for A = 3 er gitt ved matrisen
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44 -1
A—AI=100 17
00-2
Vi ser at y er en fri variabel, og at x = —y og z = 0. Egenvektorene med A = 3 er
dermed
—y -1
x=|y |=y|1
0 0

Egenvektorene for A = 1 er gitt ved matrisen

64 —1
A—AI=10217
00 0
Vi ser at z er en fri variabel, at y = —17z/2 og at x = 35z/6. Egenvektorene med
A =1 er dermed
35z/6 35/6
x=[-17z/2 | =z | —-17/2
Z 1

4.4 Egenverdiene i denne oppgaven har vi regnet ut i Oppgave 4.1. Egenvektorene

ia) blir
1 —1
i b) blir det
A=1: x:x<(1)>
og i c) blir det

s, X:y(3{2>7 A=1: x=y<_12>

Vi har brukt Gauss-eliminasjon for & Igse likningen (A — A1)x = 0 i hvert tilfelle.

4.5 Egenverdiene til matrisen er gitt ved karakteristisk likning

1-A 7 -2
0 s—A 0 |=(5—2)(A*?=5146)=0
1 1 4-2

som gir A =5, A =2 og A = 3. Néar s = 2 er egenverdiene A =2 og A = 3. For
A =2 er egenvektorene gitt av matrisen

-17 -2
A-AI=| 0 0
1 2

—_ o =
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Vi ser at z er en fri variable, og at y = 0 og x = —2z. Dermed er egenvektorene med
A =2 gitt ved

-2z -2
X = 0 =z| O
Z 1

For A = 3 er egenvektorene gitt av matrisen

-2 7 =2
A-Al=]1 0 -1 0
1 1 1
Vi ser at z er en fri variable, og at y = 0 og x = —z. Dermed er egenvektorene med
A =3 gitt ved
-z -1
x=|0|=z|[ O
Z 1

For s = 2 har A tre egenverdier A; = A, = 2 og A3 = 3, men kun to lineart uavhen-
gige egenvektorer. Derfor er A ikke diagonaliserbar.

4.6 Matrisen har karakteristisk likning A2 — A = 0, og egenverdier A = 1 og A = 0.
Egenvektorene er gitt ved

A=1: x:y<11>, A=0: x:yG)

Det betyr at egenrommet E; er linjen y = —x, og T(x) = AX = x nar x ligger langs
denne linjen. Egenrommet Ey er linjen y = x, og T(x) = Ax = 0 nar x ligger langs
denne linjen. Den geometriske tolkningen av T er derfor at det er projeksjon ned pa
linjen y = x.

4.7 Hvis A er gvre trianguler med aj,az;, .. . ,an, pa diagonalen, sé er A — A1 gvre
trianguleer med ajy — A,a20 — A, ..., dn, — A pé diagonalen. Siden determinanten til
en gvre trianguler matrise er produktet av elementene pa diagonalen, sa blir den
karakteristiske likningen

det(A—lI) = (a11 —ﬂ,)(azz —l)...(ann—l) =0

Dermed er egenverdiene til A lik elementene tallene ay1,a;, ..., a,, pa diagonalen
til A.
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Forelesning 5
Kvadratiske former

5.1 Kort sammendrag

En kvadratisk form i n variable Q(x1,x2,...,x,) er et polynom som kan skrives som
en sum av ledd av grad to. Vi kan ved hjelp av vektorer skrive en kvadratisk form Q
som

xi

x
0x)=x"Ax, derx=

Xn

Matrisen A kan velges til & veere en symmetrisk n x n-matrise, og den er da entydig
bestemt av den kvadratiske formen.

En kvadratisk form kan klassifiseres etter sin definitthet. Vi sier at den kvadratis-
ke formen Q, og den tilhgrende symmetriske matrisen A, er

e positiv semidefinitt dersom Q(x) > 0 for alle x
o negativ semidefinitt dersom Q(x) < 0 for alle x
e indefinitt dersom Q(x) kan ta bade positive og negative verdier

Den er indefinitt hvis og bare hvis den hverken er positiv eller negativ semidefinitt.
Vi kan ogsa snakke om positiv og negativ definitt, som er viktige spesialtilfeller. Vi
sier at Q (og A) er

e positiv definitt dersom Q(x) > 0 for alle x # 0
e negativ definitt dersom Q(x) > 0 for alle x #~ 0

Det er klart at Q(0) = 0 nar Q er en hvilken som helst kvadratisk form.

Teorem 5.1. La Q veere en kvadratisk form med symmetrisk n X n-matrise A, og med
n egenverdier Ay, Ay, ..., Ay. Da har vi:

e (O er positiv semidefinitt hvis og bare hvis A, A2,..., Ay >0
e (O er negativ semidefinitt avis og bare hvis Ay, A2,..., A, <0
e QO er indefinitt hvis og bare hvis A har bade positive og negative egenverdier

Oppgaver Forelesning 5 Lgsninger



40 5 Kvadratiske former

og at

e ( er positiv definitt hvis og bare hvis A, A3,..., A, >0
e (O er negativ definitt hvis og bare hvis A1, A,..., 4, <0

Vi kan forklare dette resultatet pa felgende mate: Siden A er symmetrisk, er den
(ortogonal) diagonaliserbar. Om vi gjgr koordinatskiftet x = Pu, der P er den orto-
gonale matrisen slik at PP AP = D er diagonal, kan derfor den kvadratiske formen
skrives som

0 = Mg + Aotz + -+ + Autty
1 koordinatene u.

Nér f(x1,x2,...,%,) er en funksjon i n variable, kan vi tenke pa punktene
(x1,...,x,) som n-vektorer, og skrive f(x1,x2,...,x,) = f(x). De partielle deriverte
til f danner da ogsé en vektor

df/dx I
af df/dx I
X - . .

affax)  \7.

En annengradsfunksjon kan skrives p4 formen f(x) = x’ Ax + Bx +C, der A er den
symmetriske n X n-matrisen til den kvadratiske formen, B er en 1 X n-matrise som
gir den line@re formen og C er en konstant. Da er

d

9 _oaxyB"

dx
Annengradsfunksjonen er konveks hvis og bare hvis A er positiv semidefinitt, og
konkav hvis og bare hvis A er negativ semidefinitt. I det fgrste tilfellet er alle sta-
sjonzre punkter globale minima, og i det andre er alle stasjonere punkter globale
maksima.

5.2 Oppgaver

5.1. Skriv ned et uttrykk for funksjonen Q(x) = x” Ax i hvert tilfelle:

-1 0 0 - 301
a) A= 0 20 b) A:(lﬁ ¢) A={040
0 0 —1 105

5.2. Finn i hvert tilfelle den symmetriske matrisen A slik at Q(x) = x’ Ax.
2

1. O(x) = 3x% +X1X2 — X5
2. 0(x) = 3x% —dx1xp + 2x0x3 —x%
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5.3. Klassifiser de kvadratiske formene som positivt semidefinitt, negativt semidefi-
nitt eller indefinitt:

5.4. Gjgr om den kvadratiske formen Q(x) = 4xx; til en kvadratisk form i de nye
variablene u og v ved & gjgre variabelskiftet u = x1 +x; og v = x; — x,. Er Q positivt
semidefinitt, negativt semidefinitt eller indefinitt?

5.5. Avgjgr om den kvadratiske formen Q(x) = x” Ax er positiv (semi)definitt eller
negativ (semi)definitt i hvert tilfelle:

~10 0 - 301
a) A=[0 =20 b) A(]2> ¢) A=[040
0 0 -1 105

5.6. Klassifiser hver av de kvadratiske formene som positiv (semi)definitt, negativ
(semi)definitt eller indefinitt:

1. O(x1,x2) = x1x2
2. O(x1,x2,x3) :x%+4x1x2 fx%Jer%
3. O(x1,x2,x3) = x1x3 —x%

5.7. La A vare en symmetrisk 2 X 2-matrise.
1. Vis at A er positiv definitt hvis og bare hvis det(A) > 0 og tr(A4) > 0.
2. Vis at A er indefinitt hvis og bare hvis det(A) < 0.

5.8. La A vere en (ikke ngdvendigvis kvadratisk) matrise, og la B = ATA. Vis at B
er en kvadratisk, symmetrisk og positiv semidefinitt matrise. Vis ogsa at hvis A er
en kvadratisk invertibel matrise, sd er B positiv definitt.

5.9. Finn % nar f er funksjonen gitt ved

S (x1,x0,x3) :x% +x er%

5.10. Skriv den kvadratiske formen f pa matriseform og finn % nar

L. f(x1,x2) :x%—l— 16x1x; —|—x%
2. f(x1,x0,3) = x% +2x1%2 —x%

5.11. Skriv funksjonen f pa formen x” AXx + Bx + ¢ og finn de stasjonzre punktene.
Er de stasjon@re punktene maksimum- eller minimumspunkter?

L. f(x1,%2) zx%—l— 16x1x —|—x%—|—3x1 +2x+3
2. f(x1,x0,x3) = x% +2x1x2 —x% — X1
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5.12. Finn den deriverte av matrisefunksjonene A og B med hensyn til ¢ nar

£t I
=) o= ()
Vis at (3A +2B); = 3A; + 2B, og at (AB); = A;B+AB,.

5.13. Finn den deriverte av matrisefunksjonene A og A> med hensyn til ¢ nar
(Vi
A= ( o

(¢

5.14. La f(t) = b’ Ac, der
1)?
A =

)

()

Finn %—{ ved hjelp av produktregelen for derivasjon av matriser.

+
0
t
0

AW N =
~ O =~ =~

5.15. Vi bruke regnereglene for derivasjon av matrisefunksjoner til a derivere en
kvadratisk form Q = xT Ax.

1. Vis at gTQl = elTAer (xTA)e1 , der e er kolonnevektoren som har 1 pa fgrste plass
og 0 ellers.
2. Vis at (x’ A)e; = el ATx og konkluder at ng =el (A+AT)x.

3. Forklar at g—g = e/ (A+AT)x der e; er kolonnevektoren som har 1 pa i’te plass og
0 ellers. 1

4. Vis at %—g = = (A+AT)x = 2Ax

5.16. Vis at den deriverte til en linezer form L = Bx er gitt ved

of

L _gT
ox

5.17. En symmetrisk 2 x 2-matrise H kan skrives pa formen
AB
"= 5¢)
Bruk Oppgave 5.7 til & finne hvilke betingelser A,B,C ma tilfredsstille for at matrisen

H skal vare
a) positiv definitt  b) negativ definitt c¢) indefinitt
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5.18. Vi ser pa den kvadratiske formen Q(x1,x2,x3) = 2x} + 8x1x3 + 3x3 + 17x3.
Finn den symmetriske matrisen A som svarer til denne kvadratiske formen, og en
ortogonal diagonalisering av A. Bruk dette til & finne nye variable u;,u,,u3 slik at
den kvadratiske formen kan skrives som

0= llu% + )Lzu% —|—2,3M§

og klassifiser den kvadratiske formen.

5.3 Lgsninger

5.1 De kvadratiske formene er
a) —x> =2y =722 b) x> +2xy+2y* ) 3x% +2xz+4y* +57°

5.2 De symmetriske matrisene er

3 -20

o (2 5) vz

5.3 Siden de tre fgrste kvadratiske formene kun har kvadratledd, kan vi avgjgre
definittheten ved & se pa fortegnet til koeffisientene, og finner at de er:

a) positiv definitt ) negativ definitt ¢) indefinitt

Den siste kvadratiske formen har kryssledd, og vi finner derfor egenverdiene til den
symmetriske matrisen:

3 -20 3-4-2 0
A=1-200 gir karakteristisk likning -2 A 0 |=0
0 01 0 0 1-2

Dette gir (1—A)(A1% —34 —4) =0, og dermed egenverdier A = 1,A =4 0g A = —1.
Dermed finner vi at den er:
d) indefinitt

5.4 Siden u* = x% + 2x1xp +x% og1V? = x% —2x1X +x§, sé er

W= dxix; = Q=4dxixp= u? —?

Dermed ser vi at Q er indefinitt.

5.5 Klassifikasjon av de kvadratiske formene:
a) Vi ser direkte at den kvadratiske formen er negativ definitt.
b) Vi finner egenverdiene til den symmetriske matrisen:

3+45
2

1-4 1
1 2-2

‘/1231“0 = A=
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Dette gir to positive egenverdier siden /5 < 3, og den kvadratiske formen er postiv
definitt.
c¢) Vi finner egenverdiene til den symmetriske matrisen:

3-A4 0 1
0 4-12 0 |=@-A)(A*-81+14)=0 = A:4,A:8i2\/g

1 0 5-1

Dette gir tre positive egenverdier siden v/8 < 8, og den kvadratiske formen er postiv
definitt.

5.6 Klassifikasjon av de kvadratiske formene:
a) Vi finner egenverdiene til den symmetriske matrisen:

‘—12—1/4—0 N R

A 1/2
2

1/2 =2

Den kvadratiske formen er derfor indefinitt.
b) Vi finner egenverdiene til den symmetriske matrisen:

1-2 2 0
2 —1-1 0 [=3-A)A*-5=0 = A=3A=+V5
0 0 3-2

Den kvadratiske formen er derfor indefinitt.
¢) Vi finner egenverdiene til den symmetriske matrisen:

A 0 1)2 |
0 —1-2 0 |=(-1-2)A*-1/4)=0 = A==l A =47
12 0 -2

Den kvadratiske formen er derfor indefinitt.

5.7 En symmetrisk 2 x 2-matrise A har to egenverdier A1, 4, slik at tr(A) = 4; + A,
og det(A) = A1 A,. Dermed har vi:

a) Matrisen er positiv definitt hvis og bare hvis A;, 4, > 0, og dette intreffer hvis og
bare hvis tr(A) > 0 og det(A) > 0.

b) Matrisen er indefinitt hvis og bare hvis A; og A, har motsatte fortegn, og dette
intreffer hvis og bare hvis det(A) = 414, < 0.

5.8 La A vare en m x n-matrise. Da er AT en n x m-matrise, og B = ATA er en
n X n-matrise (altsa en kvadratisk matrise). Siden

BT = (ATA)T =AT(ATYT =ATA=B

sa er B ogsd symmetrisk. Den kvadratiske formen med symmetrisk matrise B kan
skrives som
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x"Bx = xT AT Ax = (Ax)" (Ax) = (Ax) - (Ax) = ||Ax||* >0

for alle x, og dermed er B ogsa positiv semidefinitt. Matrisen B har egenverdier
Al,..., Ay > 0 siden B er symmetrisk og positiv semidefinitt, og |[B| = A; - -+ - - An.
Dermed ser vi at |B| # 0 betyr at Ay,...,A, > 0. Hvis B er invertibel er den derfor
positiv definitt.

5.9 Vihar at .
ar _ () _ (7
_— = 2 =
aX fé 2x3

5.10 Viharat f(x) = x’ Ax og at d f/dx = 2A x i hvert tilfelle. Det gir i a)

(18 af (216
A_<81> = 8)(_(162)X

ogib)
110 220
A=[100 = ?: 200 |x
00—1 X 00 -2

5.11 Hver av annengradsfunksjonene kan skrives pa formen x’ Ax + Bx 4 ¢ ved at

viia) velger
18
A:(S 1), B=(32), C=3

ogib) velger
110
A=|[10 0 |, B:(—IOO), Cc=0
00-1

I a) finner vi de stasjonzre punktene ved 4 Igse likningen 2Ax = —B” :

af _ T 216\ (-3
W a0 - (29)5-(5)

Siden |A| =4 — 256 < 0, sd har det linezre systemet en entydig lgsning som er et
sadelpunkt. Det stasjon@re punktet kan vi finne ved hjelp av Gauss eliminasjon, og
deter (x,y) = (—13/126,—-22/126).

I b) finner vi de stasjonzre punktene ved 4 lgse likningen 2Ax = — B :
220 1
d
a—f=2AX+BT=0 = 200 |x=1{0
X 00 -2 0

Vi finner egenverdiene til A, somer A = —1 og A = (1£+/5)/2. Dermed er |A| # 0,
og det linezre likningssystemet har en entydig lgsning. Dette punktet er et sadel-
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punkt siden A er indefinitt, og vi kan finne punktet ved Gauss eliminasjon. Vi finner
at (x,y,z) = (0,1/2,0).
5.12 Vihar at )
;37 2t , (01
A’_<1 0) Bi=\aan
Vi regner ut 3A 4 2B og AB, og finner at

;9% 642 ;o (3t + 48 483 4 514
(3A+2B)’<3+4t 62 )’ (4B), = 142t 2t+3¢2

Dette viser at (3A +2B); = 3A;+ 2B, og at (AB); = A]B+AB,.

5.13 Vi har at y y
(vt 1 2 [t 2t
= (5) = =67

1L
A;=(2 1>, <A2>;=<0 {)
2i

5.14 Vi bruker produktregelen (AB)' = AB' + A’B to ganger, og far da at

Dermed far vi

oL
(e}

(bTAc) =b (A +A'c)

siden b bestar av konstanter. Dette gir

(t+1)% ¢ 2(t+1) 1

0o | N o 1| (1

(1234) t0 '<o)+ 10 '(0>
0 ¢ 0 1

Dermed er

(t+1)2+2t(t+1)
0
2t
0

(b"Ac) = (123 4) =32 +4t+1+6t =317+ 10t + 1

5.15 Vi kan skrive Q som en sum

2
(0] =anxytapxix+--= Z aijXiXj
L]

og da fglger det at

0
a—xp = Zapjxj + Zaipxi = eZAx—f—xTAep
pJ ip



5.3 Lgsninger 47

for p =1,2,...,n. Bytter vi ut symbolet p med i far vi formelen

d
29 =] Ax+x' Ae;
8)61'
Legg merke til at x” Ae; er en 1 x 1-matrise, og den er derfor symmetrisk. Det betyr
at
x' Ae; = (x"Ae;)T =el ATx

Dermed er dQ/dx; = el (A+AT)x fori = 1,2,...,n. Siden vi har

20Q/dx el (A+AT)x
90 dQ/dx, el (A+AT)x
x| | :

90/0x,)  \el(A+AT)x

s betyr det at dQ/dx = (A +AT)x = 2Ax.

5.16 Hvis L = Bx er en lineer form definert av matrisen
B= (b1 by ... by)

saer L=byx| + -+ byx,, og har derivert

by
%: b2 =BT
ox :

by,

5.17 Siden tr(H) = A+ C og det(H) = AC — B?, s har vi:

a) H er positiv definitt hvis og bare hvis AC—B? > 0 0g A > 0

b) H er negativ definitt hvis og bare hvis AC — B> >00g A <0

¢) H er indefinitt hvis og bare hvis AC — B> < 0

Merk at hvis AC — B? > 0, sd er AC > 0, og det betyr at A og C har samme fortegn.
Vi kjenner igjen disse formlene fra klassifikasjonen av stasjonare punkter i tilfellet
med funksjoner i to variable.

5.18 Den kvadratiske formen har symmetrisk matrise A med egenverdier gitt ved

20 4 2-2 0 4
A=(030] = 0 3-4 0 |=0
4017 4 0 17-2

Dette gir (3—A)(A% — 194 + 18) = 0, med Igsninger A; =3, A, = 1 og A3 = 18. Vi
finner egenvektorene til A. For A = 3 far vi
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5 Kvadratiske former

—-10 4 0 0
A—AI=]1 000 = x=1y = vi=|1
4 014 0 0
For A =1 far vi
10 4 4z L[4
A—Al= 2(2)106 = X= (Z) = Vz—ﬁ (1)
For A = 18 far vi
—-16 0 4 z/4 | 1
A—Al = 2 —(15_01 = x= (Z) = V3:ﬁ 2

Ved 4 velge egenvektorene slik vi har gjort ovenfor, blir = {v|,v,v3} en orto-

normal basis av egenvektorer. Vi setter X = Pu, elleru = PTx, der P er matrisen med
vektorene i % som kolonner:

. 0 —41
— (V17 00
VIT\ g 1 4

Da er den kvadratiske formen gitt ved Q = 3u% + u% + 1814%, med

uy =xp
- X3—4X1
Uy = \/ﬁ
. Ax3 +x1
uz = /17

Den kvadratiske formen er positiv definitt.
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Forelesning 6
Linezr regresjon og sannsynlighetsteori

6.1 Kort sammendrag

Linezr regresjon. Gitt et datasett med N observasjoner av variabelen y som skal
forklares og av de n forklaringsvariable x1, x5, . . ., x,, s& gnsker vi & finne den lineaere
likningen

y = Bo+Bixi +Paxz+ -+ Buxy

som gir beste tilnerming til dataene i datasettet. Vi kan sjelden finne en tilnerming
uten feil, og ma derfor istedet & gjgre feilen € gitt ved

y=Bo+Bix1+ Poxa+---+ Buxy + €

minst mulig. Vi antar at datasettet er gitt ved fglgende tabell (der hver linje svarer
til en observasjon):

X X2 ... Xy Y
I x11 x21 .. Xu1 Y1
2 X12 X2 ... X2 Y2

3 X13 X3 ... X3 V3

N X1y XoN ... XpN YN

Vi far det lineart likningssystem y = X + € der

Vi L x11 %21 ... X1 Bo £

» I xp2 x22 ... Xp2 B &
Y= . P X = S : P ﬁ = . , €=

N 1 x1§ X8 ... Xun B ey

Vi sier at feilen er minst mulig nér ||€|[> = € + €5 + -+ + €% er minst mulig, og
metoden kalles derfor minste kvadraters metode. Problemet har en entydig lgsning

Oppgaver Forelesning 6 Lgsninger
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B=x"x)""XTy
nar kolonnene i X er lineart uavhengige.

Sannsynlighetsteori. Et stokastisk forsgk er en prosess med en gitt mengde mulige
utfall, men der det faktiske utfallet av prosessen er stokastisk (tilfeldig), og dermed
ikke er kjent. Utfallsrommet kalles €2 og er samlingen av mulige utfall. Om utfalls-
rommet er endelig, kan vi skrive det

Q={w,mm,..., o

der ; er de mulige utfallene. Utfallsrommet kan ogsa vere uendelig diskret (som
for eksempel de naturlige tallene {1,2,3,...,}) eller kontinuerlig (som for eksempel
et intervall [1,3]).

En hendelse eller begivenhet er en samling av mulig utfall (eller en delmengde
av utfallsrommet), som for eksempel E = { @, @3, @4 }. Hver hendelse kan tilordnes
en sannsynlighet p(E) som tilfredsstiller fglgende krav:

1. 0 < p(E) < 1 for alle hendelser E
2. p(E1UE,U...)=p(E1)+p(E2)+... nﬁrEiﬂEj:Q)fori;éj
3. p(2)=1

Fra dette fglger det for eksempel at

1. p(E1UEy) = p(E1) + p(E2) — p(E1NEy)
2. p(E€)=1-p(E)
3. p(E)=p(w)+p(on)+--+p(w) néarE ={0w,w,...,0;}

To hendelser EF sies & vaere uavhengige om p(ENF) = p(E) - p(F). Sannsynlig-
heten for E gitt at F har inntruffet skrives p(E|F), og er gitt ved

_ p(ENF)
Ifglge Bayes’ lov er
_ P(E|F) - p(F)
PUFIE) = SETF) - p(F) + plETF) - p(Fo)

6.2 Oppgaver

6.1. Estimer fy,B; i den linezre regresjonsmodellen Y = fy + Bix + € ut fra de to
observasjonene

(x1,y1) = (0,1)
(x2,2) = (1,0)
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Kan du komme frem til svaret pa en annen mate?

6.2. Estimer f3y,; og B, i den line@re regresjonsmodellen Y = By + B1x; + Brxo + €
ut fra de tre observasjonene

yi=2, (x1x12)=(L,1)
y2=0, (x21,x22)=(1,0)
y3=1, (x31,x32)=(0,0)

og beregn feilleddene e ,e; og e3.

6.3. Estimer fy,B; i den linezre regresjonsmodellen Y = By + Bix+ € ut fra de tre
observasjonene

og beregn feilleddene e ,e; og e3.

6.4. Estimer f3y,B1, B2, B3 i den linezre regresjonsmodellen Y = By + Bix1 + Boxz +
Bsx3 + € ut fra observasjonene

(x11,x12,x13,01) = (13,3, —1,7)
(x21,X22,X23,y2) = (10,14,3 8)
(x31,%32,x33,y3) = (2,1,5,9)
(x41,X42,X43,y4) = (1,4,1,3)
(x51,x52,%53,y5) = (4,11,3,4)
(X61,%62,%63,Y6) = (0,0,0,4)

(Hint: Du kan for eksempel bruke Wolfram Alpha til a4 regne med matriser).

6.5. Anta at E og F er to hendelser med p(E) = 0.3 og p(F) = 0.5. Hva er stgrste
og minste mulige verdi for p(ENF) og p(EUF)?

6.6. Oppgaver fra Stirzaker [S]:
2.3.1,2.54,2.55,2.6.5,29.2,29.3,2.13.1

6.7. Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2013, Oppgave 1b
Vi skal gjgre en lineer regresjon med modell y = By + Bix; + Box, + € basert pa de
fire datapunktene

(yaxlax2) - (270>0)7 (17170)’ (37077 1)7 (43171)

Finn beste tilpasning y = By + Bix1 + Boxs.
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6.8. Eksamen i ELE 3719 fra 27/11/2013, Oppgave 1b

Vi skal gjgre en lineer regresjon med modell y = Sy + B1x1 + Boxy + € basert pa de
fire datapunktene

(yaxlaXZ) = (17(),0)7 (271,0), (_170, - l)a (85171)
Finn beste tilpasning y = By + B1x1 + Bax2.

6.9. Eksamen i ELE 3719 fra 10/06/2014, Oppgave 7

Estimer « og 8 i regresjonsmodellen y = @+ Bx+ € og forklar hvorfor disse verdi-
ene er optimale nar

10 17

8 15
NE |14 roy 1 (119 25
=15 X=|1a| o8 X =5 (—25 6)

I 12

4 13

6.3 Lgsninger

6.1 Med utgangspunkt i de to datapunktene definerer vi X og y ved

() =)

Vi regner ut X X og X'y, og finner at

re (21 ro (1
() v o)

Vi ser at det(X7X) = 1 # 0, sa beste tilpasning er gitt ved

Bo\ _ vryr—iyToy_ (1 —1 1y (1
(Bl _(X X) (X Y)_ 71 2 0 - 71
Altsa er den beste tilpasningen y = 1 —x. Det er likningen for den rette linjen gjen-

nom de to punktene.

6.2 Med utgangspunkt i de tre datapunktene definerer vi X og y ved

11 2
x=[110], y=|[o
100 1
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Vi regner ut X7 X og X7y, og finner at
321

x'x=1221
111

, X'y=

NN W

Vi ser at det(X7X) = 1 # 0, sa beste tilpasning er gitt ved

5 1 -10 3 1
<ﬁ0>:(XTX)l(XTy): -1 2 -1|-[2]=(-1
! 0 —1 2 2 2

Altsa er den beste tilpasningen y = 1 —xj + 2x;. Siden de tre punktene tilfredsstiller
denne likningen, sa er feilleddene ¢ = e; = e3 = 0.

6.3 Med utgangspunkt i de tre datapunktene definerer vi X og y ved
10

1
X=111], y=10
11 1

Vi regner ut X7 X og X"y, og finner at

ro (32 o (2
= (3) = ()

Vi ser at det(X7X) = 2 # 0, sa beste tilpasning er gitt ved

(§)-orn w337 0)- (L

Altsa er den beste tilpasningen y = 1 —x/2. Det gir feilleddene

1 10 . 0
e=y—Xp=|[0]|-[11 <_1/2> ~1/2
1 11 1/2

6.4 Med utgangspunkt i de tre datapunktene definerer vi X og y ved

1133 —1 7
11014 3 8
1215 9

X=li141] Y7 |3
1411 3 4
100 0 4

Vi bruker kalkulator/Excel/Wolfram Alpha til regningene, og ser at det(X”X) # 0.
Beste tilpasning er gitt ved
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Bo 3.11
Bi| _ yTyy-1iyToy o, | 048
ﬁ2 - (X X) (X Y) ~ —0.29
Bs 1.04

Altsa er den beste tilpasningen y ~ 3.11 4+ 0.48x; — 0.29x; + 1.04x3.
6.5 Viharat p(EUF) = p(E)+ p(F)— p(ENF), og dermed er

p(EUF)=08—p(ENF)

Den stgrste verdien for p(E U F) er derfor 0.8. Den inntreffer hvis og bare hvis
p(ENF) =0, som er den minste verdien for p(E N F). Den minste verdien for
p(EUF) = 0.5, og den inntreffer hvis og bare hvis p(ENF) = 0.3, som er den
stgrste verdien for p(ENF).

6.6 Oppgaver fra Stirzaker [S]:
Se lgsning av 2.3.1, 2.5.4, 2.5.5, 2.6.5, 2.9.2, 2.9.3 pa s. 336. For 2.13.1, se Monty
Hall problemet pa s. 84.

6.7 Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2013, Oppgave 1b
Med utgangspunkt i de tre datapunktene definerer vi X ogy ved

10 0
110 B
1o-1| ¥~
111

X =

AW =N

Vi regner ut X7 X og X'y, og finner at
420 10

xTx=1221], X'y=|>5
012 1

Vi ser at det(X7 X) = 4 # 0, sé beste tilpasning er gitt ved

Bo L3 42 10 3
Bi | =xX"X)'"XTy)=- (-4 8 —4|-[5]=]-1
B 2 —4 4 1 1

Altsa er den beste tilpasningen y = 3 — x| 4 x3.

6.8 Eksamen i ELE 3719 fra 27/11/2013, Oppgave 1b
Med utgangspunkt i de tre datapunktene definerer vi X ogy ved

10 0 1
110 B

o1 Y= |1
111 8
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Vi regner ut X7 X og X7y, og finner at

420 10
xTx=1221], XTy=1|10
012 9

Vi ser at det(X7X) = 4 # 0, sa beste tilpasning er gitt ved

Bo (342 10
Bi =(XTX)*‘(XTy)=Z 48 —4|-[10]=11
B 2 —4 4 9

Altsa er den beste tilpasningen y = 2 + x; + 4x,.
6.9 Eksamen i ELE 3719 fra 10/06/2014, Oppgave 7
Vi har at € =y — Xu med u = (&, §) og dette gir at
lell> = (y = Xw)" (y = Xu) =u” (X" X)u —2y" Xu+yy"

er en kvadratisk funksjon. Siden X7 X er positiv definitt, har den et minimum gitt
ved
Z(XTX)u— 2XTy=0 = u= (XTx)*l XTy

Vi regner ut

—_
)

111111
Ty _

Xy= (7 5442 3>
og derfor er beste tilpasning gitt ved

(5)=orm o= (1 2) ()= () = (330)

Altsa er den beste tilpasningen y ~ —2.37 + 1.81x.

-

A= W W
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Forelesning 7
Stokastiske variable

7.1 Kort sammendrag

Stokastiske variable. Dersom verdien av en variabel X avhenger av utfallet av et
stokastisk forsgk, kalles X en stokastisk variabel. Vi skriver de mulige verdiene av
X som X(w),X(@),...,.X (@) om Q = {w,0,...,a} er utfallsrommet til det
stokastisk forsgket.

En stokastisk variabel kalles diskret om utfallsrommet er diskret, og kontinuerlig
om utfallsrommet er kontinuerlig. Vi ser i fgrste omgang kun pa diskrete stokastiske
variable, men kommer tilbake til kontinuerlige variable i Forelesning 9.

Sannsynligheten p(X = n) er sannsynligheten til en begivenhet, nemlig begiven-
heten {® : X (w) = n} som bestar av alle utfall ® med X(®) = n. Den kalles en
punktsannsynlighet, og vi skriver ofte p(n) for p(X = n). Den akkumulerte sann-
synligheten

F(n)=p(X<n)=Y p(X=1i)
i<n
definerer den kumulative fordelingsfunksjonen F til X. Dette er en funksjon som
tilfredsstiller kravene

1. F er monotont voksende funksjon
2. Grenseverdiene til F er gitt ved

lim F(n)=0 og lim F(n)=1

n—y—oo n—oo

Forventningsverdien E(X) til en stokastisk variabel X er et vektet gjennomsnitt
av verdiene til X med sannsynlighetene som vekter. Den er gitt ved

EX)=Y x p)

der vi summerer over de mulige verdiene x av X. Om /(X) er en funksjon av X,
definerer vi forventningsverdien til 4(X) som

Oppgaver Forelesning 7 Lgsninger
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E(h(X)) =Y h(x)-p(x)

X

Variansen til en stokastisk variabel X med forventingsverdi 4 = E(X) er definert til
a vere

Var(X) =E [(X — pn)?]
Forventning og varians har egenskapene at

1. E(aX+b)=aE(X)+D
2. Var(X) = E(X?) —E(X)?
3. Var(aX +b) = a® Var(X)

nar a,b er konstanter og X er en stokastisk variabel.

Uniform fordeling. Nar X er en stokastisk variabel med mulige verdier 1,2,...,n
og alle verdier er like sannsynlige, kalles X en uniformt fordelt variabel med para-
metet n. Viharda p(x) = 1/nforx=12,...,n0g

_n+1
=

(n+1)(n—1)

E(X) 2

Var(X) =

Binomisk fordeling. Nar vi gjentar n uavhengige forsgk, der sannsynligheten for
suksess er p i hvert forsgk, kalles antall suksesser X en binomisk fordelt variabel
med parametre (n,p). Vi har da

og
E(X)=np, Var(X)=np(l-p)

Geometrisk fordeling. Nar vi gjentar uavhengige forsgk, der sannsynligheten for
suksess er p i hvert forsgk, kalles antall gjentagelser X inntil fgrst suksess en geome-
trisk fordelt variabel med parameter p > 0. Vi har da p(x) = p(1 — p)*~! og

1 1—-p
E(X)=—, Var(X)=
(X) » (X) pS

Poisson fordeling. Nar vi ser pa hendelser som forekommer uavhengig av hver-
andre, med forventet antall forekomster per tidsintervall er A > 0, sa kalles antall
forekomster X per tidsintervall en Poisson fordelt stokastisk variabel med parameter
A. Vihar da
A{X _l
p(x) = e

0g

E(X)=Var(X) =21
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7.2 Oppgaver

7.1. Oppgaver fra Stirzaker [S]:
4.2.1,42.2,4.8.1,4.8,2,4.16.1,4.16.2,5.2.3,5.2.4,53.3

7.2. Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2011, Oppgave 5

Aksjen Statoil omsettes na for kr 151.10 pa Oslo Bgrs. Vi gnsker a vurdere kursut-
viklingen de neste 5 handelsdagene og benytter fglgende enkle sannsynlighetsmo-
dell: Vi antar at i Igpet av en handelsdag vil prisen enten ga opp med en faktor u > 1
eller ned med en faktor d < 1. Vi antar videre at sannsynligheten for en bevegelse
opp en gitt handelsdag er p og for en bevegelse ned er 1 — p, og til slutt at bevegel-
sene de ulike handelsdagene er uavhengige av hverandre. Basert pa historiske data
fra de siste 100 handelsdagene, gar vi uti fra at u = 1.012, d = 1/u ~ 0.988 og at
p = 0.53. En modell av denne typen kalles en binomisk modell.

1. La X vere antall handelsdager med prisbevegelse opp blant de neste 5 handels-
dagene. Hvilken fordeling har den stokastiske variabelen X? Regn ut P(X = 3)
og P(X > 3).

2. Finn E[X] og Var[X].

3. LaY vere prisen pa aksjen Statoil etter 5 handelsdager. Uttrykk ¥ ved hjelp av
X, og finn E[Y] og Var[Y].

4. La Z vere den minste sluttkursen i lgpet av de 5 handelsdagene. Regn ut P(Z <
146).

7.3. Eksamen i ELE 3719 fra 10/06/2014, Oppgave 5

Et firma selger en bestemt type TV-apparat med 3 ars garanti. Det er kjent at det
vil oppsta minst en feil pa 1% av TV-apparatene i lgpet av garantiperioden. Firmaet
selger et parti med 200 TV-apparater. La X vere antall TV-apparater i partiet der det
oppstar minst en feil i lgpet av garantiperioden.

1. Hva er sannsynligheten det oppstar minst en feil i lgpet av garantiperioden pa
akkurat 3 av TV-apparatene nar du antar at X er i) binomisk fordelt ii) Poisson-
fordelt?

2. Anta at X er Poissonfordelt. Hva er sannsynligheten for at det oppstar minst en
feil pa feerre enn 3 TV-apparater i lgpet av garantiperioden?

7.3 Lgsninger

8.1 Oppgaver fra Stirzaker [S]:
Se lgsning av 4.2.1,4.2.2,4.8.1,4.8,2,4.16.1,4.16.2,5.2.3,5.2.4, 5.3.3 pa s. 336.

7.2 Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2011, Oppgave 5

1. X er binomisk fordelt med parametre n =5 og p = 0.53. Vi har at P(X = 3) ~
0.3290g P(X >3)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5) ~0.556.
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2. Vihar E[X] =np =2.65 og Var[X] = np(1 — p) ~1.246.
3. Viuttrykker Y ved hjelp av X som

Y =151.10-u¥d" X = 151.10- ™" = 151.10 - 1.012** >
Vi regner ut E[Y] som tilnrmingsverdi:

5 .
E[Y]=Y P(X=i)-151.10-1.012%° ~ 151.70
i=0

For & finne Var[Y], regner vi ogsa ut det andre momentet til ¥ som tilneermings-
verdi:

5 2
E=Y P(x=i)- (151.10- 1.0122’*5) ~ 23028.00
i=0

Dermed er Var[Y] = E[Y?] — E[Y]? ~ 16.30.

4. Verdien av Z avhenger ikke kun av X, antall bevegelser opp, men ogsa rekke-
fglgen de kommer i. Vi ma derfor tenke oss et stokastisk forsgk der utfallsrom-
met er alle sekvenser @ av synmbolene u og d av lengde fem, med utfallsrom
S ={ddddd,ddddu, dddud,ddduu, ... ,uuuuu}. Tabellen viser verdien av Z for de

® = ddddd [Z=151.10-1.0127° ~ 142.35
® = ddddu [Z=151.10-1.012"% ~ 144.06
® = dddud [Z=151.10-1.01273 ~ 145.79
® = ddduu |Z =151.10-1.01273 ~ 145.79
® =ddudd |Z=151.10-1.01273 ~ 145.79
® = duddd |Z =151.10-1.01273 ~ 145.79
® =udddd |Z =151.10-1.01273 ~ 145.79

ulike utfallene, og vi har kun tatt med de 7 utfallene som gir Z < 146 (det er
23 =32 utfall i alt). Vi far dermed

1
P(Z<146) = P(X = 0)+ P(X = 1) + P(X =2)- - ~0.181

siden alle utfallene som gir X = 0 og X = 1 er med i listen ovenfor, mens ett av
de ti utfallene som gir X = 2 er med. Hint: Det kan vere litt enklere & se hvilke
verdier av Z de ulike utfallene gir hvis vi tegner opp et binomisk tre for de ulike
utfallene.

7.3 Eksamen i ELE 3719 fra 10/06/2014, Oppgave 5

1. Nar X er binomisk fordelt med n = 200, p = 0.01 har vi at

2
P(X=3)= ( (3)0) 0.01°0.99"7 ~ 0.1814
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Nar X er Poissonfodelt med A = np =2, sé har vi at

3

2
= ¢3~0.1804

P(X=3) =73

2. Nar X er Poissonfordelt, s har vi at

PX<3)=PX=0)+pX=1)+p(X=2)

20 21 22
_ <0‘ + F + 2'> e72 = 5672 =~ 06767
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Forelesning 8
Kontinuerlige stokastiske variable

8.1 Kort sammendrag

Kontinuerlige stokastiske variable. En stokastisk variabel X med en kontinuerlig
mengde av mulige verdier kalles en kontinuerlig stokastisk variabel. Dersom X er
kontinuerlig, finnes det en kontinuerlig funksjon fy = f slik at

pla<X <D) :/abf(x)dx

Denne funksjonen kalles sannsynlighetstettheten til X. Den kumulative fordelings-
funksjonen Fx = F til X er

P =px <b)= [ j@as

Dette er en funksjon som tilfredsstiller kravene

1. F(x) >0 for alle x
2. Grenseverdiene til F er gitt ved

lim F(x)=0 og lim F(x)=1

X——oo X—ro0

Forvenmingsverdien E(X) til en stokastisk variabel X er gitt ved

E(X) = /o;x~f(x)dx

der vi integrerer over de mulige verdiene x av X. Om A(X) er en kontinuerlig funk-
sjon av X, definerer vi forventningsverdien til #(X) som

EM()) = [ hx)- 70 dx

Oppgaver Forelesning 8 L@sninger
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Variansen til en stokastisk variabel X med forventingsverdi u = E(X) er definert til
a vere
Var(X) =E [(X —p)?

Forventning og varians har egenskapene at

1. E(aX+b)=aEX)+D

2. Var(X) = E(X?)—E(X)?

3. Var(aX +b) = a* Var(X)

nér a,b er konstanter og X er en stokastisk variabel.

Uniform fordeling. Néar X er en stokastisk variabel med mulige verdier I = [a,b] og
alle verdier er like sannsynlige, kalles X en uniformt fordelt variabel med parameter
I.Viharda f(x) =1/(b—a) forx €I og

_a+tb
=

(b—a))’
12

E(X) Var(X) =
Eksponentialfordeling. Nar X er en stokastisk variabel med mulige verdier X > 0
og med sannsynlighetstetthet f(x) = Ae~**, kalles X en eksponentialfordelt variabel
med parameter A. Vi har da

1 1

E(X)= T Var(X) = e

Normalfordeling. Nar X er en stokastisk variabel med sannsynlighetstetthet f(x)
gitt ved parametrene U og ¢ > 0 ved

1 )2 /262
flx) = 2mye( w?/20

kalles X en normalfordelt variabel med parametre 1,c. Vi har da

E(X)=u, Var(X)=o>

Chebyshev’s ulikhet. Nar X er en vilkarlig stokastisk variabel med E(X) = i og
Var(X) = 62, sa har vi at

for ethvert positivt tall k.

8.2 Oppgaver

8.1. Oppgaver fra Stirzaker [S]:
54.1-543,55.1,554,56.1,5.12.5,5.12.6, 5.12.26



8.3 Lgsninger 65
8.2. En kontinuerlig stokastisk variabel X har sannsynlighetstetthet gitt ved
f(x)=k(e ™" +e ) forx>0

for en positiv konstant k. Det er underforstatt at f(x) = 0 for x < 0.

1. Finn k og fordelingsfunksjonen F'(x).
2. Regn ut E(X) og Var(X).
3. Finn p(X > 1).

8.3. En stokastisk variabel X har forventningsverdi u og varians 62 (med ¢ > 0).
Vi definerer den stokastiske variabelen Z ved

1
Z=—(X-
5 X
1. Finn E(Z) og Var(Z).
2. Vis at hvis X er normalfordelt, sé er ogsa Z normalfordelt.
3. Bruk Chebyshev’s ulikhet til & estimere p(Z > 2). Hva er p(Z > 2) om Z er
normalfodelt?

8.3 Lgsninger

8.1 Oppgaver fra Stirzaker [S]:
Se Igsning av pa s. 336.

8.2

1. Siden f(x) > 0O for alle x, er f en tetthet om k oppfyller kravet [ f(x)dx = 1. Vi
regner ut integralet:

/Owk(e_x te M)dx=k[—e " —e /2]  =k(1+1/2) =3k/2

Det betyr at f er en tetthet nar k = 2/3. Vi finner den kumulative fordelingsfunk-
sjonen F:

b 72

3 3

W

F(b)= / ’ (e e ) dn= [—e e X/2)0 =1

0 3

2. Vi regner ut E(X) = [xf(x)dx. Vi kan forenkle regningen ved & bruke at

[xe ™ dx =1 og [2xe *dx = 1/2 siden E(X) = 1/A nir X er eksponential-
fordelt med parameter A. Dette gir

1

© 2
E(X):/O x-g(e_x—i—e_zx)dx:5(2-xe_x+2xe_2x) dx:<2-l—|—>:
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Vi bruker at Var(X) = E(X?) — E(X)?. For en eksponentialfordelt variabel X med
parameter A er E(X) = 1/2 og Var(X) = 1/A2, s4 E(X?) = 2/A>2. Vi bruker dette
til 4 regne ut

) 1/.2 2\ 9 3
PAR 2.7 - —2x = — p— — _ = =
E(X)f/o (e e dx 3<2 1+4>

Dette gir Var(X) = 3/2 — (5/6)% = 54/36 —25/36 = 29/36. Alternativt kunne
vi selvsagt ha regnet ut de to integralene ovenfor ved a bruke delvis integrasjon
(i det siste tilfellet to ganger).

3. Viharat p(X > 1) =1—-p(X <1)=1-F(1)=2¢"'/3+¢72/3.
8.3
1. Ved & bruker formlene for E(aX + b) og Var(aX + b) far vi at E(Z) =0 og

2.

. Ved Chebyshev’s ulikhet er p(Z > 2)

Var(Z) = 1.
Vihar at Fz(b) = p(Z < b) = p(X < u+b0), og siden X er normalfordelt er det
siste uttrykket gitt ved integralet

b
R N
—oo V2no

Gjgr vi variabelskiftet z = (x — pt)/o med dz = dx/o, blir dette integralet, og

derfor Fz(b), lik
R = [ ey
=]

Dette betyr at tetthetsfunksjonen til Z er funksjonen fz(z) under integralet, og
vi ser at dette er tettheten til en standard normfordelt variabel Z med yu = 0 og
o=1

<p(|Z| >2) <1/2*>=1/4.Om Z er nor-
malfordelt, sd er p(Z >2)=1—-p(Z<2)~1-0.9773 =0.0227.
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Forelesning 9
Simultant fordelte stokastiske variable

9.1 Kort sammendrag

Simultant fordelte diskrete variabler. La X = X(®) og Y =Y (®) vere diskrete
stokastiske variabler som avhenger av utfall i det samme utfallsrommet €2, og la x
og y vere mulige verdier av disse stokastiske variablene. Den simultane fordelings-
funksjonen til X og Y er gitt ved

F(a’b):FX,Y(avb):p(XSa7Y§b): Z p(x,y)

x<a,y<b

hvor p(x,y) er den simultane punktsannsynligheten for at X = x og ¥ =y, som
skrives

p(xy) =p(X =xY =y)
Den simultane punktsannsynligheten p(x,y) tilfredsstiller kravene

1. p(x,y) > 0 for alle x,y
2. Yy pry) =1

Vi kan finne den marginale punktsannsynligheten for hver av de to variablene ved

p(x)=Y p(xy), p) =Y pxy)
y X

De to variablene er uavhengige om p(x,y) = p(x) - p(y) for alle verdier x,y.
Vi kan finne forventningsverdien E[h(X,Y )] for en vilkarlig funksjon 4(X,Y) i de
to variablene ved

E[h(X.Y)] =} h(x.y) p(x.y)
X,y
Kovariansen til variablene X og Y er gitt ved Cov(X,Y) = E[(X — ux ) (Y — py)] hvor

ux = E(X) og gy = E(Y), og vi har at Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Dersom
de to variablene er uavhengige, sé er kovariansen Cov(X,Y) = 0.

Oppgaver Forelesning 9 L@sninger
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Simultant fordelte kontinuerlige variable. La X =X (®) ogY =Y (®) vere kon-
tinuerlige stokastiske variabler som avhenger av utfall @ i det samme utfallsrommet
Q, og la x og y vere mulige verdier av disse stokastiske variablene. Den simultane
fordelingsfunksjonen til X og Y er gitt ved

a b
F(ab)=Fxy(ab)=pX <aY <b)= /700/700 fxy)dydx

hvor f(x,y) er den simultane sannsynlighetstettheten til X og ¥, som har egenskapen
at

a rb
pld <X <ab <Y <bh) :/ / Fflxy)dydx
a Ju
Den simultane sannsynlighetstettheten f(x,y) tilfredsstiller kravene

1. f(x,y) >0 for alle x,y
2[5 )2 fxy)dydx =1

Vi kan finne den marginale punktsannsynligheten for hver av de to variablene ved

B = [~ sy o) = [ fl)ds

De to variablene er uavhengige om f(x,y) = fx(x)- fy(y) for alle verdier x,y.
Vi kan finne forventningsverdien E[h(X,Y)] for en vilkérlig funksjon A(X,Y) i de
to variablene ved

EBCCY) = [ [ hey)- Sy dyds

Kovariansen til variablene X og Y er gitt ved Cov(X,Y) = E[(X — ux) (Y — uy)] hvor
ux = E(X) og uy = E(Y), og vi har at Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Dersom
de to variablene er uavhengige, sa er kovariansen Cov(X,Y) = 0.

9.2 Oppgaver

9.1. Oppgaver fra Stirzaker [S]:
6.2.2,6.3.1,6.3.3

9.2. Eksamen i ELE 3719 fra 16/06/2011, Oppgave 5

La X vere antall mal til hjemmelaget og Y vere antall mal til bortelaget i lgpet
av en fotballkamp. Vi antar at X og Y er uavhengige stokastiske variable, at X er
Poisson-fordelt med parameter Ay = 2, og at Y er Poisson-fordelt med parameter

Ay = 1.

1. Finn P(X = x,Y =), og regn ut sannsynligheten for hvert av resultatene 0-0, 1-0
og 2-1.



9.2 Oppgaver 69

2. Regn ut sannsynligheten P(X =Y,X < 4). Gi en tolkning av denne sannsynlig-
heten.
. Regn ut den betingede sannsynligheten P(X =Y |X < 4).
4. Finn sannsynligheten P(X +Y > 2). Du vil tilby et veddemal der spilleren vinner
d ganger innsatsen hvis det blir minst 2 mal, og taper innsatsen om det blir feerre
enn 2 mal. Hvor stor bgr d vaere om veddemalet skal lgnne seg for deg?

[98]

9.3. Eksamen i ELE 3719 fra 16/06/2011, Oppgave 6

La X og Y vere simultant fordelte stokastiske variable, med sannsynlighetstetthet
gitt ved

dxy(x* +y*) 0<xy<l1

0 ellers

f(xvy) = {

1. Finn fx (x) ndr 0 < x < 1, og sjekk at f(x,y) er en sannsynlighetstetthet.
2. Regn ut E[X] og Var[X].

3. Vis at E[Y"] = E[X"] for n > 1, og bruk dette til & finne E[Y] og Var[Y].
4. Regn ut E[XY] og Cov(X,Y).

5.Regnut P(X >1/2,Y >1/2).

9.4. Eksamen i ELE 3719 fra 28/11/2011, Oppgave 1
Anta at X og Y er simultant fordelte diskrete stokastiske variable, med sannsynlig-
hetstetthet gitt ved

PX=1Y=1)=020P(X =1,y =2)=0.20 P(X =1,¥ =3) =0.20
P(X=2Y=1)=025P(X=2,Y =2)=0.10 P(X =2,Y =3) =0.05

1. Regnut P(X <7Y).
2. Finn forventning og varians for Y.
3. Finn Cov(X,Y). Er X og Y uavhengige?

9.5. Eksamen i ELE 3719 fra 28/11/2011, Oppgave 2

La X og Y vere simultant fordelte stokastiske variable, med sannsynlighetstetthet
gitt ved

k(x> =2xy+y?) 0<x<log0<y<l1

0 ellers

f(x,y) = {

for en positiv konstant k£ > 0.

1. Finn fx (x) nar 0 < x < 1, og bruk dette til & bestemme k.

2. Finn F(a,b) =P(X <a,Y <b)nar0<a<1log0<b<I.
3. Regn ut E[X] og Var[X].

4. Regn ut E[XY] og Cov(X,Y).

5.Regnut P(X > 1/2,Y <1/2).
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9.3 Lgsninger

9.1 Oppgaver fra Stirzaker [S]:
Se Igsning av 6.2.2, 6.3.1, 6.3.3 pa s. 336.

9.2 Eksamen i ELE 3719 fra 16/06/2011, Oppgave 5

l. Viharat P(X =x,Y =y) = P(X =x)P(Y = y) siden X og Y er uavhengige, sa

22 P 2
x! ylo o xly!

PX=xY=y)=e

Innsetting gir P(0 —0) = e ~ 0.0498, P(1 —0) =2¢ > ~0.0996, P(2 — 1) =
2e73 ~ 0.0996.
2. Viharat P(X =Y, X <4)=P(0—0)+---+P(4—4),sa

PX=Y,X<4)=e(1+2+1+2/9+1/36) = 4.25¢ > ~0.2116

Dette er sannsynligheten for et uavgjort resultat med maksimalt fire mal til
hjemmelaget.
3. Vihar P(X =Y|X <4)=P(X =Y,X <4)/P(X <4). Siden

PX<4)=PX=0)4--+PX=4)=e 2(142+2+4/3+2/3)=7¢>
sa far vi

-3
425 —~02234
—

PX=Y|X<4)=
4. Vihar P(X +Y >2)=1-P(X +Y < 2) og
P(X+Y <2)=P(0—0)+P(1—-0)+P0—1)=4¢">

SAP(X+Y >2)=1—4e 3 ~0.8009. La Z vare netto utbetaling i veddemalet.
Da har vi

- dl—1 X+Y>2
-1 X+Y<2

der I er innsatsen. Setter vi p = P(X +Y > 2) ~ 0.8009, finner vi at forventet
netto utbetaling blir

E[Z] = (dI-D)p+(=1)(1=p) =dIp—I=1(dp—1)

Veddemalet gir forventet netto innbetaling om E[Z] < 0, dvs dp — 1 < 0 eller
d < 1/p~1.2487. Altsa lgnner det seg 4 tilby veddemalet om d < 1.2487.

9.3 Eksamen i ELE 3719 fra 16/06/2011, Oppgave 6
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1. Viregner ut fx(x) nir 0 < x < 1 ved integrasjon:

1
:/ 4xy(x® +y*)dy = [x(x2+y2)2](l) =x(x*+ 12— =2x*+x
0

Vi har f(x,y) > 0 for alle x,y, og regner ut

1 1 3 2 1 1
/ Sx(x)dx = / (23 +x)dx= | x4+ 22| =1
0 0 4 2 1,

Dermed fglger det at f(x,y) er en sannsynlighetstetthet.
2. Viregner ut E[X]:

: 2. 14" 2 1 1
E[X] :/ (23 +x)dx = |20+ =23 2 _

For & finne Var[X| regner vi fgrst ut E[X?]:

AR A P 26 14 _2 1
E[X]:/Ox(Zx +x>dX: gx +Z.x :6+Z:E
0

Dermed er

7 /11\* 4
Var[X] = E[X?] —E[X]* = o <15> = oo

3. Siden f(a,b) = f(b,a) for alle reelle tall a,b (symmetri om linjen y = x), s kan
vi bytte om rollene til x og y uten at integralet endrer verdi:

e = [ [# sy ayax= [ [y romaxdy= [ [y fey)axdy =B

Dermed er E[X"] = E[Y"] for alle n > 1. Da har vi

41

VarY] = E[Y?] - E[Y]* = E[X*] — E[X]* = Var[X] = %00

4. Viregner ut E[XY] ved integrasjon:

E[XY]= //xy 4oy (x* +y? dydx—// (4x*y? 4+ 4x2y*) dydx

_/ 4 [ 3} +4x [;y5hd _/0 <:x4+:x>dx

(45 45 8
|:15x+15.x:| —E

Dette gir Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y] = & — (11)® = _ L.,
5. Vihar at
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P(X>1/2,Y >1/2)= // / dxy(x* 4y )dydx—/ / (4x>y 4 4xy®) dydx
2

1

:/ 4x3 [yz} —&—4){ } —/ (x —|—x) dx
1/2 1/2 2 1/2 1/2
S ERBELE [ NES
80 "3 |, 816 324 64
9.4 Eksamen i ELE 3719 fra 28/11/2011, Oppgave 1
. Viharat P(X <Y)=P(X =1,Y =2)+P(X = 1,Y =3) + P(X =2,Y =3) =
2 Vi P(Y = 1) = 0.45, P(¥ = 2) = 0.30, P(Y = 3) = 0.25. Dermed fir vi
E[Y"] =1"-0.4542"-0.3043"-0.25
Dette gir E[Y] = 1.80 og E[V'?] = 3.90, og dermed er
Var[Y] = E[Y?] - E[Y]? = 3.90 — 1.80% = 0.66
3. Vihar Cov[X,Y] = E[XY]— E[X|E[Y], og vi ser at
E[X] =1-0.60+2-0.40 = 1.40
og at
E[XY] =1-0.20+2-(0.20+0.25)+3-0.20+4-0.10+6-0.05 = 2.4

Dermed er Cov[X,Y]| =2.4—1.8-1.4 = —0.12. Variablene ikke uavhengige.
9.5 Eksamen i ELE 3719 fra 28/11/2011, Oppgave 2

1. Viregner ut fx(x) nar 0 < x < I ved integrasjon:

fr(x) = /01 k(2 = 2xy+37) dy = k [Py —x® 47 /3], = k(¢ —x+1/3)
Siden f er en sannsynlighetstetthet, ma vi ha
/Olk(xtﬁ 1/3)dx =k [ /3 —x2/2+x/3]y =k(1/3—1/241/3) = k/6 =1
Det fglger at k = 6. (Vi har at f(x,y) = k(x> —2xy+y?) =k(x—y)? > 0,58k =6
gjor f til en sannsynlighetstetthet.)

2. Viregner ut den kumulative fordelingen F(a,b) = P(X <a,Y <b)for0<a <1
0og 0 < b <1 ved aregne ut integralet
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a b
P(X <a)Y <b)= / / 6x% — 12xy 4 6y* dydx
0 Jo
a a
= / 67 [y — 12x [y2/2] 0+ [25°] g dx = / 6x*b — 6xb* +2b° dx
0 0
= [2x°b —3x°b* +2b%x| ; = 2a°b — 3a’b + 2ab’

3. Vi bruker fx(x) = 6x> — 6x + 2 og regner ut E[X]:

1

1
E[X]—/x(6x26x+2)dx—[x4 3x2+2x] :773+2:5
0 0
For & finne Var[X| regner vi fgrst ut E[X?]:
1 65 64,25 6 6 2 11
EX2:/ 2062 —bx+ D dx = |25 %23 286 21
X7 = ) w0 —br42)dx = | 5 — g+ 3 ., 5 273730

Dermed er

1 [1\* 7
Var[X] = E[X?] - E[X]* = T (2> =

4. Viregner ut E[XY] ved integrasjon:

1, 1l
E[XY]:/O /0 xy-(6x2—12xy+6y2)dydx:/0 /0 (6xy — 12x%y? 4 6xy*) dydx

! 3 1 2 ! 2 1 3 ! 1 4 ! ! 3 2 3
= 6x” | = —12x° | = +6x|— dX:/ <3x —4x +x> dx
/0 Ly]o Lyh [4y]0 0 2

_34 43 32]_1
_[4" 3x+4x}0_6

Dette gir Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = 1 — (1)? = — L siden E[Y] = E[X]
ved symmetri.
5. Vihar at

112
P(X>1/2,Y <1/2) = / 6:2 — 121y + 6y dydx
120

1
-/ 60Dl =120 7/2] o 207y ax

1 3001 3, 17!
= 3x2—x—|—) dx = [x3 — x2—|—x]
.1/2( 27 4 4 41
3 1 1 3 l 7

B R U T U T

Alternativt kan man bruke at sannsynligheten er gitt ved F(1,1/2) — F(1/2,1/2)
og bruke uttrykket for F (a,b) fra oppgave b).
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Forelesning 10
Stokastiske variable: Anvendelser

10.1 Kort sammendrag

Betingede fordelinger: Diskret tilfelle. La X og Y vare simultant fordelte dis-
krete stokastiske variabler. Vi definerer den betingede sannsynlighetsfordelingen
pxy (x|y) til & vaere

p(x.y)

pr(y)

for enhver verdi y slik at py(y) # 0. Vi kan tolke p(x|y) som den betingede sann-
synligheten p(X = x|Y =y), og det er en sannsynlighetsfordling for hver y i den
forstand at

p(xly) = Px|Y(x|y) =

1. p(x]y) > 0 for alle x
2. Yo plxly) =1

Vi kan finne den betingede forventningsverdien E[X|Y = y] for en vilkarlig verdi y
med py (y) # 0. Den er gitt ved

EX]Y =y)=) x-p(x[y)

Betingede fordelinger: Kontinuerlig tilfelle. La X og Y vere simultant fordelte
kontinuerlige stokastiske variabler. Vi definerer den betingede sannsynlighetsforde-
lingen fxy(x|y) til & veere

fxy)
fr(y)

for enhver verdi y slik at fy(y) # 0. Den er en sannsynlighetsfordling for hver y i
den forstand at

1. f(x|y) >0 for alle x
2. [Z flxly)dx=1

flxly) = fX\Y(xb’) =

Oppgaver Forelesning 10 Lgsninger
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Vi kan finne den betingede forventningsverdien E[X|Y = y] for en vilkérlig funksjon
verdi y med fy(y) # 0, som er gitt ved

EXIY =3) = [ xflaly)dx

10.2 Oppgaver

10.1. La X ,Y,Z vare stokastiske variable og la ¢ vare en konstant. Vis at

1. Cov(X,X) = Var(X)

2. Cov(X,Y) = Cov(Y.X)

3. Cov(cX,Y) =cCov(X,Y)

4. Cov(X;+X5,Y) = Cov(X;,Y) + Cov(X,,Y)

10.2. La X, X, vere stokastiske variable. Vi definerer forventningsvektoren i og
kovariansmatrisen X ved

Var(X;,X;) Cov(X;,X5)
u=(EX] EX]), Z= (COV(XIZ,XII) Var(Xgl,Xzz))

LaY =a1X; +aXp. Visat E[Y] = p-aog at Var[Y] =al - X -a.

10.3. La X1, X>, X3 vare stokastiske variable, med forventningsvektor y og kovari-
ansmatrise X gitt ved

222
u=(4-23), £=[231
215

LaY =5X; — X, + 2X3. Finn E[Y] og Var[Y].

10.4. La X; og X, vere stokastiske variable med henholdsvis forventingsverdier og

kovariansmatrise gitt ved
12
w=(42), £ <27>

Hvis mulig, bestem a; og a; slik at Y = a1 X + a2 X, har minst mulig varians Var[Y]
og samtidig slik at E[Y] = 6.

10.5. La X1, X>, ..., X, vere uavhengige stokastiske variable med samme sannsyn-
lighetsfordeling, og la u = E[X;] og 6 = Var(X;) for i = 1,2,...,n. Vi definerer
(empirisk) gjennomsnitt X ved

n X +Xo+---+X
in 1+Xo 4+ X,
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Vis at E[X] = u og at Var[X] = 62 /n.

10.6. Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2011, Oppgave 6

La X og Y veare simultant fordelte stokastiske variable, med sannsynlighetstetthet
gitt ved

6e 23y x,y >0

0 ellers

f(X,Y) = {

1. Finn fx (x). Hva slags fordeling har den stokastiske variabelen X ?
2. Regn ut E[X] og Var[X].

3. Regn ut den betingede sannsynlighetstettheten fy x (v|x) ndr x > 0.
4. Finn fy(y). Er X og Y uavhengige stokastiske variable?

5. Finn P(X > 1,Y <1).

10.7. Eksamen i ELE 3719 fra 14/06/2012, Oppgave 1
La X og Y vare simultant fordelte kontinuerlige stokastiske variable, med sannsyn-
lighetstetthet gitt ved

20 +k(x—y)?, 0<x<log0<y<l
flxy) =
0, ellers

for en konstant £ > 0.

1. Bestem k. Hva blir sannsynlighetstettheten fx (x)?

2. Regn ut E(X) og Var(X).

3. Regnut E(XY).

4. Finn den kumulative fordelingsfunksjonen F'(a,b) = p(X <a,Y <b), og regn ut
F(L,1).

10.8. Eksamen i ELE 3719 fra 14/06/2012, Oppgave 2
La X og Y vere simultant fordelte diskrete stokastiske variable, med sannsynlig-
hetstetthet gitt ved

pX=1Y=1)=01 p(X=1Y=2=a p(X=1Y=3)=02
pX=2Y=1)=b  p(X=2,Yy=2)=0.1 p(X=2Y=3)=03

for konstanter a,b > 0. Vi antar at p(X = x,Y = y) = 0 for alle andre verdier av x

og y.

1. Forklar hvorfor b = 0.3 —a, og finn uttrykk for E(X) og E(Y) som funksjoner av
a.

2. Regn ut Cov(X,Y). For hvilken verdi av a er kovariansen minst mulig?

3. Er X og Y uavhengige for noen verdier av a?

10.9. Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2013, Oppgave 4
La X og Y vare simultant fordelte kontinuerlige stokastiske variable, med sannsyn-
lighetstetthet gitt ved
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ek<x+y>’ x?y Z ()

0, ellers

flxy) = {

for en konstant k.

1. Bestem k. Hva blir sannsynlighetstettheten fx (x)? Hva slags fordeling har X?
2. Finn E(X) og Var(X).

3. Er X og Y uavhengige stokastiske variable? Begrunn svaret.

4. Finn E(XY) og Cov(X,Y).

10.10. Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2013, Oppgave 5

En bedrift gnsker a fordele to kontrakter i et prosjekt helt tilfeldig blant tre firmaer
A, B og C. Utvelgelsen skjer ved loddtrekning, og trekningen foregar slik at hvert
av firmaene har mulighet til & fa 0, 1 eller 2 kontrakter. Vi skriver (i, ) for utfallet at
kontrakt 1 gar til firma i og kontrakt 2 gar til firma j, der i og j er enten A, B eller
C.

1. Skriv en komplett liste over mulige utfall. Hva er sannsynligheten for at A og B
far en kontrakt hver? Hva er sannsynligheten for at A far minst en kontrakt?

2. La X vere antall kontrakter A far, og Y vere antall kontrakter B far. Finn P(X =
x,Y =) for alle x,y og P(X = x) for alle x. Er X og Y uavhengige stokastiske
variable?

3. Anta nd at bedriften gnsker a fordele to kontrakter til ti firmaer istedet for tre, og
at A er en av disse firmaene. La X vere antall kontrakter A far. Fordelingen fore-
gar fortsatt tilfeldig pa tilsvarende mate som fgr. Hva slags fordeling har X ? Hva
er sannsynligheten for at firma A tildeles en kontrakt? Hva er sannsynligheten
for at A tildeles minst en kontrakt?

10.11. Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2013, Oppgave 4
La X og Y vere simultant fordelte kontinuerlige stokastiske variable, med sannsyn-
lighetstetthet gitt ved

k(x*+y?), —1<x<log—-1<y<l
flxy) = ( )
0, ellers

for en positiv konstant k.

1. Bestem k. Hva blir sannsynlighetstettheten fx (x)?

2. Regn ut E(X) og Var(X).

3. Regn ut E(XY) og Cov(X,Y).

4. Er X og Y uavhengige stokastiske variable? Begrunn svaret.

10.12. Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2012, Oppgave 5

La X vere antall interne og Y antall eksterne samtaler som kommer inn til en re-
sepsjon i Igpet av en tilfeldig valgt time. Vi antar at X og Y er uavhengige Poisson-
fordelte stokastiske variable med parametre Ay = 3 og Ay = 1.

1. Finn sannsynlighet for 2 interne og 1 eksterne samtaler i Igpet av en time. Finn
ogsa sannsynligheten for at kommer inn minst en samtale i lgpet av en time.
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2. Finn sannsynligheten for at det kommer inn tre samtaler i Igpet av en time.
3. Finn et uttrykk for p(X +Y = n), og bruk dette til & vise at X +Y er Poisson-
fordelt.

10.3 Lgsninger

Problem 10.1 - 10.4: Lgsninger finnes i forelesningsplanen (handskrevne, se lenke
under Forelesning 10). Oppgave 10.1-10.4 er der betegnet som Oppgave 5-8 i det
héandskrevne notatet.

10.5 Viharat E(X) = L(E(X)) +---+E(X,)) = nt/n = p1, og Cov(X;,X;) = 0 for
i # j siden variablene er uavhengige. Dermed har vi
Var(X) = Var(% X1+ +X,))
= %Cov(Xl +oo 4+ X, X1+ X))
= %(Cov(Xl X1)+Cov(X1,Xa) + -+ Cov(X,,Xp))

1 o2
=2 ()=

10.6 Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2011, Oppgave 6

1. Viregner ut fx(x) ndr x > 0 ved integrasjon:

A = [ fleydy= [ 6o ay = [2e 07 2
—oo 0

Nar x < 0 er fx(x) = 0. Dermed er den stokastiske variabelen X eksponensielt

fordelt med parameter A = 2.
2. Siden X er eksponensielt fordelt med A =2, sder E[X] =1/A =1/2 og Var[X] =

1/A2=1/4.
3. Den betingede sannsynlighetstettheten fy|x (y|x) nar x > 0 er gitt ved
flxy)
X) =
fY‘X(y| ) fX(x)
Dersom ogsd y > 0, sé er den betingede sannsynlighetstettheten fy|x (y|x) gitt ved
6672x73y 3
frix(vlx) = =Tl 3¢

Dersom x > 0 men y <0, sd er fyx(y[x) = 0.
4. Viregner ut fy(y) nar y > 0 ved integrasjon:
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* [P P —2x—3y]* -3
)= [ flaan= [ e Vax = [0 236

Nar y < Oer fy(y) = 0. Dermed er fy(y) = fy|x(y|x), og det betyr at X og ¥ er
uavhengige stokastiske variabler.
5. Siden X og Y er uavhengige stokastiske variable, har vi

PX>1Y<1)=P(X>1PI¥ <1)=(1-P(X <1)P(Y <1)

Bade X og Y er ekponensielt fordelte, med A =2 og A = 3 henholdsvis. Vi reg-
ner ut den kumulative fordelingsfunksjonen for en vilkarlig eksponensielt fordelt
variabel Z:

Fs(a)=P(Z<a)= /0 e Mdz = [—e_xz}z =1—e¢t

Vi setter inn og far
PX>1,Y<1)=(1-PX<1))PY<1)=e?(l—e ) =e?2—e5~0.129

10.7 Eksamen i ELE 3719 fra 14/06/2012, Oppgave 1

1. Viregner fgrst ut fx(x) nar 0 < x < I ved integrasjon, og far at
1

fx(x)=/012x2+k(x—y)2dy= 2x2y+§(x—y)3(—1) 0=2x2+§(x3—(x—1)3)

Siden (x —1)3 = x> —3x2 4+-3x— 1, sd far vi at fy(x) = 26> + k(x> —x+1/3).
Men f er en sannsynlighetstetthet, sa vi har at

/01 2% +k(x* —x+1/3)dx = [2x° /3 +k(x° /3 —x2/2+x/3)](]) =2/3+k/6=1

Dette gir k = 2. Dermed fglger det at fy (x) = 4x* — 2x +2/3.
2. Vi bruker fx (x) = 4x*> —2x+2/3 og finner E(X) ved  Igse integralet

! 2 4 2 3 1 2 ! 2
E(X):/ x(4x —2x+2/3)dX: X=X+ —x —
0 3 37 ], 3
For & finne Var[X| regner vi fgrst ut E[X?] ved 4 Igse integralet

1 45 2, 24" 47
E[X ]—/0 x(4x" —2x+2/3)dx {Sx 2~ +9x L %

Dermed blir

47 (2\* 7
Var[X] = E[X?] - E[X]* = 90~ (3) = %
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3. Vi bruker f(x,y) = 4x* — 4xy +2y?, og regner ut E[XY] ved 4 Igse integralet

11 11
E[XY]:/O /0 xy-(4x2—4xy—|—2y2)dydx:/0 /0 (4x°y — 4x%y? + 2xy*) dydx
1

—/1 2x32—ix23+1x4 dx—/l 2x3—ix2+lx dx
I R M St P 37 T2

1y, 45 1,0 1
_[2x o" Y], 36

4. Viregner ut den kumulative fordelingen F(a,b) = P(X <a,Y <b)for0<a <1
0og 0 < b <1 ved aregne ut integralet

a b
P(Xga,ygb)zf / 4x% — 4xy +2y* dydx
0 Jo

a 7 .1° a o)
= / {4x2y —2xy? + yﬂ dx = / 4x*b —2xb* + b dx
0 37 1o 0 3

4 2 ¢ 4 2
= [=Xb—x*b*+Zxb3| = —a’b—a’b®+ Zab®
3 3 0o 3 3
Viharat F(1,1)=4/3—-14+2/3=1.

10.8 Eksamen i ELE 3719 fra 14/06/2012, Oppgave 2

1. Siden summen av sannsynlighetene er 1, har vi at
014a+4+024+56+014+03=1 = b=03-a

Vi bruker derfor at b = 0.3 — a i resten av oppgaven. Forventningsverdiene er gitt
ved

E(XX)=1-(0.1+a+02)+2-(h+0.14+03)=a+2b+1.1=17—a
E(Y)=1-(0.14b)+2-(a+0.1)+3-0.50 =2a+b+1.80 =a+2.1

2. Viharat Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y), og vi regner ut forventningsverdien
E(XY)=1:0.142-(a+b)+3-02+4-0.146-03=2a+2b+29=35

Dette gir kovarians Cov(X,Y) = 3.5— (1.7 —a)(a+2.1) = a® 4 0.4a — 0.07. Si-
den 0 < a < 0.3, sd har vi at variansen er minst mulig for a=0; i sa fall er
Cov(X,Y)=—0.07.

3. Hvis X og Y er uavhengige, sier p(X =x)-p(Y =y) = p(X =x,Y =) for alle
verdier av x og y. La oss anta at dette er tilfelle. Vi har p(X = 1) =0.3+a og
p(Y =3) =0.5, og dermed

pX=1)-p(¥r=3)=pX=1Y=3) = (03+4a)-05=02
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Dette gir a = 0.1 og dermed b = 0.2. P4 den andre sidener p(Y =1)=0.1+b=
0.3, og dermed er

p(X=1)-p(¥=1)=04-03=0.12401=p(X =1,y =1)

Dette betyr at X og Y ikke er uavhengige for noen verdier av a.

10.9 Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2013, Oppgave 4

1. Viserat f(x,y) > 0. Vi regner sd ut fx (x):

fX(x) _ / ek(x+y) dy _ {1ek(x+y)] _ lekx(ekoo N 1)
0 k 0 kK

Vi ser at grenseverdien e = limy_,c ¢ = 0 ndr k < 0 og at den ikke eksisterer
nar k > 0. Nar k = 0 er den 1. Dermed ma vi ha k < 0 (for vi kan ikke ha fx (x) =
0). Altsé er fx(x) = —1/k- . For 4 bestemme k regner vi ut

- © 1, 1= 1
/Ofx(x)dx:/o —%e"dx:—k—z[ex}():p

Siden dette uttrykket skal vare lik 1 (summen av sannsynlighetene) og k < 0, ma
vi ha k = —1. Dermed er fx(x) = e™*, x > 0. Dette betyr at X er eksponensielt
fordelt med Ay = 1.

2. Vivetat E(X) =1/Ax = 1 og Var(X) = 1/A2 = 1 nir X er eksponsielt fordelt
med Ay = 1. Alternativt kan vi finne dette ved & regne ut integralene for E(X) og
E(X?).

3. Viserat fy(y) =e ™, y >0 siden f(x,y) er symmetrisk i x og y, slik at ¥ ogsa
er eksponentielt fordelt med Ay = 1. Dermed er f(x,y) = fx(x) - fr(y) siden
e~ HY) = ¢=¥Y = ¢=%¢Y_ og dette betyr at X og Y er uavhengige.

4. Siden X og Y er uavhengige, har vi at

EXY)=EX)EY)=1-1=1

Vi har brukt at X,Y er eksponentielt fordelt med Ax = Ay = 1. Alternativt kun-
ne vi regnet ut integralet for E(XY) og E(Y). Vi har dermed at Cov(X,Y) =
E(XY)—E(X)E(Y) =0.

10.10 Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2013, Oppgave 5

1. Utfallsrommeter {(4,A),(A,B),(A,C),(B,A),(B,B),(B,C),(C,A),(C,B),(C,C)}. Sann-
synligheten for at A og B far en kontrakt hver er p(A,B) 4+ p(B,A) = 2/9. Sann-
synligheten for at A fir minst en kontrakt er 5/9 siden det er fem gunstige utfall
i utfallsrommet.

2. Sannsynlighetstettheten f(x,y) = P(X = x,Y =) er gitt ved tabellen
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ly=0y=1y=2
x=0]| 19 29 1/9
x=1[2/9 2/9 0
x=2/19 0 0

Dette gir
4/9, x=0
fx(x)=44/9, x=1
1/9, x=2

Fordelingen til Y er helt tilsvarende, det ser vi ved hjelp av symmetri, sa

4/9, y=0
fr(y)=44/9, y=1
1/9, y=2
For eksampel er £(0,0) = 1/9 # fx(0)fy(0) =4/9-4/9, sd X og Y er ikke uav-
hengige.
3. Tildeling av kontrakt 1 og kontrakt 2 er uavhengig av hverandre, og sannsyn-
ligheten for at A tildeles kontrakten er i hvert tilfelle p = 1/10. Dermed er X

binomisk fordelt med p = 1/10 og n = 2. Sannynligheten for at A tildeles en
kontrakt er gitt ved

pX=1)= (T)pl(l —p)"'=2.1/10-9/10=18/100 = 0.18

Sannsynligheten for at A tildeles minst en kontrakt er gitt ved p(X = 1)+ p(X =
2) =0.19, siden

p(X=2)= (2> P - p)'™2 = (1/107 =001
10.11 Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2013, Oppgave 4
1. La oss fgrst regne ut fx(x) for —1 < x < 1, som er gitt ved
fx(x) = [1 K2 4+y7) dy =k [Py +32 /3] = k(P + 1/3+23 +1/3) = k(247 +2/3)
Konstanten k£ ma oppfylle likningen
[I () dx =k [26/3+2x/3]" | =k(2/3+2/3+2/3+2/3) =k-8/3=1

Dette gir at k = 3/8. Dermed er fx(x) = 3/8(2x> +2/3) = 3x* + 1) /4.
2. Viregner ut E(X) og E(X?) ved & bruke fx (x):
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E(X) = [1 xfie(x) dx = [1 (3 +x) /4 dx =0
og
E(X?) = [l 2 fy(x) dx = /11 (a+22) A dx = 1/4 (3 /5+22 3]

1
-1

Dette gir E(X?) = 1/4(3/5+1/3+3/5+1/3) = 7/15 og dermed Var(X) =
7/15-0%=17/15.
3. Viregner ut E(XY) ved & bruke f(x,y):

gl 1l
E(XY):/il/ilxyf(x,y) dydx:3/81111x3y+xy3 dydx

Vi har indre integral

1
/1x3y+xy3dy: [x3yz/2—&—xy4/4]1_l =0

Dette gir
E(XY)=3/8-0=0

Dermed er Cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y) =0 siden E(X) = 0.
4. Hvis X og Y er uavhengige stokastiske variable, s er f(x,y) = fx(x)fy(y). Ved
symmetri ser vi at fy (y) = (3y? +1)/4 siden fx (x) = (3x*> + 1) /4, og vi far

:%6()(2+1)(y2+1)7éf(x,y)

fx(x)fr(v)
for —1 <x,y < 1. Dermed er X og Y ikke uavhengige.

10.12 Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2013, Oppgave 5

1. Sannsynlighet for x interne og y interne samtaler i Igpet av en time er gitt ved

3.X
x!-y!

flxy)=e 33 /xl-e 1Pyt =e*.
Sannsynlighet for 2 interne og 1 interne samtaler i lgpet av en time blir dermed

2
f2,1)=e*. % = ge*“ =~0.082

siden X og Y er uavhengige og Poisson-fordelte. Sannsynligheten for at det kom-
mer inn minst en samtale er

1—£(0,0)=1—e"*20.982

2. Sannsynligheten for at det kommer inn tre samtaler i Igpet av en time er gitt ved
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£03)+ F(12) + £(2,1) + £(3,0) :e—4~(é+§+§+%> :6—4.333 ~0.195

3. Vihar at p(X +Y = n) kan uttrykkes som

fOn)+f(Apn—1)+---+ f(n,0) = if(i,nfi) = ie_4i'(r13iz’)|
i=0 i=0 : '
Vi setter Z = X 4 Y. Dette betyr at sannsynligheten
n 3i
PE=m = D i

Vi vil forsgke & vise at Z er Poisson-fordelt med parameter Az = 4. Vi bruker
Poisson fordelingen, og ser at vi ma vise at

qn n 3[
= 674 R

nl :"’74'21'!(;14)!

Men binomial-formelen sier at
" n\ L - n! :
4"=3+1)"= 3=y —— .3
(3+1) z;f)(l) l;)i!-(n—i)!

og dermed har vi vist at Z = X +Y er Poisson-fordelt med Az = 4.
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Forelesning 11
Differensial-likninger

11.1 Kort sammendrag

En differensial-likning for funksjonen y = y(¢) er en likning som inneholder den
deriverte funksjonene y’, og eventuelt hgyere ordens deriverte av y. For eksempel er

y =y eller y(r)=y(t)-1*

en differensiallikning av fgrste orden siden den inneholder y' men ingen hgyere
ordens deriverte. Differensiallikningen y” = 2y er et eksempel pa en annen ordens
differensiallikning.

En Igsning av en differensial-likning er en funksjon y = y(r) som tilfredsstiller
differensiallikningen. En fgrste orden differensiallikning vil ha en generell 1gsning
som avhenger av en ubestemt konstant C. For eksempel vil y = 3¢> ha lgsningen
y =13 +C. Det er noen ganger mulig 4 Igse differensiallikninger ved regning, og det
involverer ofte a regne ut ubestemte integraler.

En fgrste ordens differensiallikning er separabel dersom den er, eller kan skrives
pa, formen

Y =r)-g)

for uttrykk f(y) og g(¢). En separabel differensial-likning kan separeres og lgses
ved fglgende framgangsmate:

Y =r()-g)

ﬁy/ — (1)

/ﬁy/dt:/g(t)dt
/ﬁdyz/g(t)dt

Oppgaver Forelesning 11 Lgsninger
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11.2 Oppgaver

11.1. Finn den deriverte y =y’ av fglgende funksjoner:

l.y= % 2t2—|—5t3
2.y=022-1)(r*~1)
3.y=(Int)>—5Int +6
4.y =1n(3r)

5. y= 5673t2+t

6.y =52

11.2. Regn ut integralene:
1. [at

2. (B ++ Hyar

3. [Lat

4. f te” dt

5. [Intdt

11.3. Finn den generelle Igsningen og den partikulere lgsningen med y(0) = I:

l.y=2t
2.y=e”
3.y = (2 + 1)
4.y = 2t+1
: 241+1

11.4. Vi ser pé differensiallikningen y+y = ¢'. Visat y(r) = Ce ' + 1e er en Igsning
for alle verdier av C.

11.5. Lgs y?y =t + 1, og finn en Igsning som gar gjennom punktet (,y) = (1,1).

11.6. Lgs differensiallikningene:

l.y=13—1
2.y=te —t
3.y=1t+1

11.7. Lgs differensiallikningene med initialverdier:

Lty=y(l—t), with (to,50) = (1,1)

2. (14+23)y =12y, with (to,y0) = (0,2)
3.yy=t, with (f0,50) = (V2,1)

4. eMy—y*—2y=1, with (ty,y0) = (0,0)

11.8. Lgs differensiallikningen 2¢ + 3y?y = 0.

11.9. Fglgende differentiallikninger kan lgses ved & integrere hgyre side. Finn den
generelle Igsningen i hvert tilfelle, og finn ogsa den partikulere lgsningen som opp-
fyller y(0) = 1.
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1.yl=2t
2.y =e*
3.y = (2t 4 1)’ H

11.10. Vis at y(t) = Ce ' + %e’ er en Igsning av y +y = ¢'.
11.11. Lgs differensiallikningen y?y’ =7+ 1. Finn Igsningen som oppfyller y()=1.

11.12. Lgs fglgende differensiallikninger:

Ly =—1t
2.y =t —1
3.0y =t+1

11.13. Lgs fglgende differensiallikninger. Her er y = f(x) en funksjon av x, og ikke
t som i tidligere oppgaver.

r_
1.y = §

2.y ="
3.x%y =2

11.3 Lgsninger

11.1

ly=1-3t4+15

2. y=4t(t* —1)+ (22 = 1)4r3 = 1265 — 43 — 4t
3. y:2](lnt)%75%

5. y="5¢3"+ (=6t +1)

6. y=10te™3 — 15t~

11.2

[Bdt=1*+C

o @+ Ddr=3

. [Ydt=m|t|+C

. To find the integral fte’zdt we substitute u = 2. This gives % =2f or %" = rdt.

We get
t2 _ udu_l/u _lu _ltz
/tedt—/e—z—2 edu—ze+C—26 +C

-b-w[\.)[—

5. We use integration by parts

/uv'dt =uv— /u'vdt.
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We write [Intdr as [(Int)-1dt and letu =1Int andv' = 1. Thus ' = L and v =1,

and
' 1
/lntdt: (lnt)t—/?tdt
:tlntf/Idt
=tlnt—t+C
11.3

1. y= [2tdt = 1> +C. The general solution is y = t> 4+ C. We get y(0) =C = 1, so
y = 1>+ 1 is the particular solution satisfying y(0) = 1.

2. y= %62’ + C is the general solution. We get y(0) = %62'0 +C= %JrC =1 =
C = §. Thus y(t) = $e* + 1 is the particular solution.

3. To find the integral [ (27 + 1)e’2+tdt, we substitute u = > +¢. We get 94 =2 +
1 = du= (2t+1)dt, so

/(2t+ l)etzﬂdt = /e”du —e'+C=e"T+C.

The general solution is y = ¢+ +C. This givesy(0)=1+C=1 = C=0.
The particular solution is y = e

4. We substitute u = t>+¢+ 1 in [ tzzjrﬁl dt to find the general solution y = In(#=+
t+1)+C. We get y(0) =1In1+C = C = 1. The particular solution is y(r) =

In(t?+t+1)+1.
114 y(t) =Ce ™'+ Je! = y=—Ce ™' + 1¢'. From this we get

1 1
y+y=—Ce '+ Eet +Ce™ '+ EEI =

so we see that y +y = €' is satisfied when y = Ce™" + %e’.
11.5 The equation y?y = ¢ + 1 is separable:

d
24y
ydt

/ﬁ@:/ﬁ+wm

15 1,
=y ==t"+t+C
3y 2++

3
y = Et2+3t+3C

=141

gives

Taking third root and renaming the constant
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3
y(t) = {/ S H3 K

We want the particular solution with y(1) = 1. We have

We get K = —%. Thus

is the particular solution.

11.6
1. y=1>—1 gives
y:/(t3—1)dt
We get
14
=—t"—t+C.
Y= +

2. We must evaluate the integral [(te’ —t)dt. To evaluate [re'dr we use integration

by parts
/uv’dt =uv— /u’vdt.

withV = e and u =t. We get /' = 1 and v = ¢'. Thus
/te’dt =t —/etdt =t —e' +C
We get
y= /(te’ —t)dt =te' —e' — %t2+C
3. &y =t+1is separated as
Fdy = (14 1)di = /e>’dy - /(r+ 1)dt
Thus we get

1
e = Et2+t+C.

Taking the natural logarithm on each side, we get

1
y(t) = ln(§t2+t+C).
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11.7
1. ty =y(1 —t) is separated as
@:idt - /@:/idt
y t y t
Note that % = % —1,s0
Inly|=In|t|—t+C
From this we get

eln\y\ _ eln|t\7t+C _ eln\ll C

et = |y|=|tle e

From this we deduce that
y(t)=te 'K
where K is a constant as the general solution. We will find the particular solution
with y(1) = % We get
yh=e'K=e! —= K=1.

The particular solution is
t

y(t) =te".
2. The equation (14 73)y = %y is separated as

dy 2 dy 2
—=——dt = /—:/ dt
y 1413 y 1+73

We get
! 3 313
In|y| = §In|1 +7|+C=h|1+|3+C
This gives
eln\y\ :eln\1+t3|%+C
This gives
bl =114+7]5¢

from which we deduce the general solution
¥ =K(1+1)3

where K is a constant. We which to find the particular solution with y(0) = 2. We
get
y(0)=K=2.

Thus the particular solution is
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y(t) =2(1+13)3.

3. yy =t is separated as

ydy =tdt = /ydy:/tdt
The general solution is
y=1+C

where y is define implicitly. We want the particular solution where y(v/2) = 1.
We get
12=(V2?+4+C = 1=24C = C=-1

y2:l‘2—1 = y=+V12 -1

since y(1/2) < 0 we have

We have

Y6 = Vi1

as the particular solution.
4. & % —y? —2y =1, is separated as follows:

eZty—yz—Zyzl & ezty:1—|—y2+2y:(y—|—1)2 ==
d d
Y oy — / Y :/e*”dt

+1)? (r+1)?
To solve the integral
/5%
(y+1)?
we substitute u =y + 1. We get % =1 = dy=du. Thus
d 1 1 1
/7)}2: —zduz/zfzdu:—u72+1—|—C=—u*1—|—C:—7—|—C
(y+1) u -1 +1)
Thus we get
1 " 1 1
— =—e¢ ' +C=—ze"+C = —y—-1=—F———
b+1) ~ =2 2 YT e
From this we get
)=
Y —%6*2’—|—C

as the general solution. We want the particular solution with y(0) = 0. We get

—1

y0)=————-1=0

f%eOJrC_
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From this we get C = —%. Thus the particular solution is
-1
)=—F——F-1
y( ) _%e_zt _ %
1— 6‘72[
T lte 2

11.8 The differential equation 2 4+ 3y?y = 0 can be written as 3y?y = —2¢, and is
therefore separable with solution y> = —r% +C, which gives y = v/C — 2. We write
f =2t and g = 3y?; then & = 1> + y* has the property that 4, = f and hy, = g, so the
equation is exact with solution > +y* = C, which again gives y = v/C — 2.

11.9

1. Differensiallikningen y’ = 2¢ har generell Igsning y = > + C. Initialbetingelsen
y(0) = 1 gir C = 1, slik at y = > + 1 er den partikulzre Igsningen.

2. Differensiallikningen y’ = ¢* har generell Igsning y = ¢? /2 + C. Initialbetingel-
sen y(0) = 1 gir C = 1/2, slik at y = (¢* + 1) /2 er den partikulzre Igsningen.

3. Differensiallikningen y' = (2¢ + 1)e’2+’ har generell lgsning

y:/(2t—|—l)et2+’dt:/e“du:e“—l—C:e’Z“—i—C

hvor vi bruker substitusjonen u = t> +¢, som gir du = (2t + 1)dt. Initialbetingel-
sen y(0) =1 girC =0, slikaty = ¢+ er den partikulere lgsningen.

11.10 Dersom y(z) = Ce™" + %e’, sdery = —Ce '+ %e’, og vi har at
Y+y=¢

11.11 Differensiallikningen y?y’ =t + 1 er separert, og integrasjon gir

/ﬁ@:/ﬂqm &

Dette gir generell eksplisitt lgsning

/3
y::3§ﬂ+3t+3c

Betingelsen y(1) = 1 gir 1 =3/2+43 4 3C, eller 3C = —7/2 og partikular Igsning
3, 7
= —t 3t — —
Y=V,
11.12

L y=[B—tdt=3"—1+C
2. y= [te —1dt =te' — ' —t+C (ved delvis integrasjon)

-y ==t"+t+C
3y 5 +1+
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3. [e'dy= [t+1dt gire® = Ji>+1+C,ellery=In (31> +1+C)

11.13

1. Vi separerer som yy' = x, som gir [ydy = [xdx eller y* /2 = x> /24 C. Eksplisitt
generell lgsning blir y = ++/x2 +2C.

2. Vi separerer som ey’ = ¢*, som gir [e’dy = [e*dx eller ¢’ = ¢* + C. Eksplisitt

generell Igsning blir y = In (e* + C).
3. Vi separerer som y' = 2/x%, som giry = [2x 2dx = —2/x+C.
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Forelesning 12
Forste ordens linezre differensiallikninger

12.1 Kort sammendrag

En differensial-likning av fgrste orden kalles linecer om den kan skrives pa formen
Y +a(t)y=b(r)

der a(t),b(t) er uttrykk i 7. Den kan eventuelt ogsé skrives som y' = b(t) — a(t)y,
slik at uttrykket F(y,r) = b(¢) — a(t)y er linezr som en funksjon i y. Eksempler pa
forste ordens line@re differensiallikninger er

y4+2y=0 og y -2y=t

En slik likning kalles homogen om b(r) = 0, og inhomogen ellers. Endel lineere
differensiallikninger av fgrste orden er separable, men ikke alle.

Homogene likninger med konstante koeffisienter. Likningen kalles homogen
med konstante koeffisienter om den kan skrives y' +ay = 0 der a er en konstant.
En slik likning har generell 1gsning y = Ce'* der r er en rot i den karakteristiske
likningen
r+a=20

som har lgsning r = —a. Derfor er lgsningen y = Ce™ %,

Inhomogene likninger med konstante koeffisienter. Likningen kalles inhomogen
med konstante koeffisienter om den kan skrives y' +ay = b der a,b er konstanter. En
slik likning har generell lgsning y = y;, + ), der y;, er den generelle lgsningen av
den homogene likningen y' +ay = 0 (som altsi er y, = Ce™ fra tilfellet ovenfor),
og y, er en partikular lgsning av den inhomogene likningen y’ +ay = b (en lgsning
av denne er for eksempel y = b/a). Derfor er lgsningen

b
y=yntyp=Ce 4

Oppgaver Forelesning 12 Lgsninger
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Integrerende faktor. Dersom likningen har formen y' +a(t)y = b(t) og a(t) ikke
er en konstant, kan vi ikke bruke metodene ovenfor. Da bruker vi istedet metoden
med integrerende faktor. Den integrerende faktoren u = u(t) er et uttrykk vi kan
multiplisere likningen med slik at venstresiden blir (uy)’ ved bruk av produktregelen
(uy)" = uy’ + u'y baklengs. For at dette skal holde, m& u(t)a(t) = u'(t), og vi kan

derfor bruke funksjonen
M(Z‘) _ efu(t)dl

som integrerende faktor. Vi far dermed differensiallikningen
wy +u'y=ub(t) eller (uy) =ub(t)

Det betyr at uy = [ub(t)dt, og derfor er den generelle lgsningen

1

y= f/ub(t) dt = ¢~ a0 /ef“(t)d’b(t)dt

u

For eksempel har den lineare differensiallikningen y’ — 2ty = ¢ integrerende faktor

u=e" siden [(=2t)dt = —t*> +C. Vi kan dermed Igse denne likningen ved &
2

multiplisere med u = e™"":

y —2y=t

2 2 2
ey —2te " y=te!

/
(e_t2y> —te"

eftzy = /t(ft2 dt

y= e’ /te_t2 dt

1
y= etz (—28[2 +C>

1+C12
=——+Ce
YT

Stabilitet. Lay = y(r) vaere lgsningen av en lineer differensiallikning. Vi definerer
den langsiktige tilstanden av variabelen y til & vaere

y = lim y(¢

y = lim y(r)
dersom grenseverdien eksisterer. I sa fall sier vi at y er den stabile likevektstilstanden
til systemet. Hvis grenseverdien ikke eksisterer, sa er systemet ustabilt. Verdien av
den ubestemte konstanten C avhenger av en initialbetingelse, og dersom likevekten

y er den samme for alle verdier av C, kalles systemet globalt asymptotisk stabilt.
Det betyr at langsiktig likevekt er den samme, uavhengig av starttilstand.
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12.2 Oppgaver

12.1. Finn den generelle lgsningen av y’' + %y = %. Er lgsningen stabil? Bestem
likevektstilstanden. Tegn noen typiske lgsninger i et koordinatsystem.

12.2. Finn den generelle lgsningen i hvert tilfelle:

1.y +y=10
2.y —3y=27
3.4y +5y=100

12.3. Finn i hvert enkelt tilfelle den generelle Igsningen. Finn ogsa den partikulaere
lgsningen som tilfredsstiller y(0) = 1.

1.y -3y=5
2.3y +2y+16=0
3.y +2y=1>

12.4. Finn den generelle lgsningen:

Loy +2y+t=0, t#0
2.y —iy=t, t>0
3.y =g y=t, t>1

12.5. Finn i hvert enkelt tilfelle den generelle Igsningen. Finn ogsa den partikulere
Igsningen som tilfredsstiller den gitte initialbetingelsen.

Ly =4@(y-1)(-3), »0)=2
2.4y —y*—2y=1, y(1)=1

t

3.y = 55y=0, y0)=1
12.6. Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2011, Oppgave 3

1. Lgs differensiallikningen ¢y’ = y?, y(0) = 1/2.
2. Finn den generelle Igsningen av differensiallikningen 3y’ 42y = 1.

12.3 Lgsninger

12.1 Likningeny + %y = % har generell Igsning y = y;, +y, gitt ved
1
—Ce 1?4 =
y e + )

Systemet er stabilt siden lim,_, y(t) = C-0+1/2 = 1/2, og likevektstilstanden er
y = 1/2. Legg merke til at likevektstilstanden ikke avhenger av C.

12.2 1 hvert tilfelle kan vi finne skrive likningen pa formen y' +ay = b og den
generelle Igsningen er y = y, +y,, der y, = Ce~*“ og y, = b/a. Dette gir:
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1. y=Ce ' +10

2. y=Ce¥ -9
3. y=Ce 4420
12.3

1. Den generelle Igsningen er y = Ce % +b/a = Ce® —5/3, 0g y(0) = 1 gir 1 =
C—5/3,eller C = 8/3, som gir y = 1/3(8¢% —5).

2. Den generelle Igsningen er y = Ce™* 4+ b/a = Ce™
C—38,eller C=9,somgiry = Qe 2/3

3. Den generelle Igsningen finner vi ved & multiplisere med integrerende faktor ¢*,
som gir

2/3_8, 0gy(0)=1girl =

) =2 = y:e*Zt/tzeZZdt
Ved hjelp av delvis integrasjon (to ganger), finner vi det siste integralet og vi far
1 1 1 1 1 1
721 2 2t 2t 2t 2 —2t
t"e t C —t"——-t+-+C
y= (2 26+4e+) STt +Ce

Betingelsen y(0) = 1 gir 1 = 1/4 +C, eller C = 3/4, som gir y =12/2 —t/2 +
1/4+3e % /4.

12.4 Vi bruker i hvert tilfelle integrerende faktor:

1. Likningen ty’ + 2y +t = 0 kan skrives som y' + (2/t)y = —1, og integrerende
faktor blir ¢! = ¢, Dette gir

1 1
3 =12 = y=1?%(- 3t3+C) —§t+Ct*2

~1/4 og dette gir

2. Likningen y' — %y =t har integrerende faktor e
(y87’/4)' —te 't = y= e’/4/teft/4dt
Vi Igser integralet ved delvis integrasjon og dette gir:

v = o4 (1(—de %) — / (—4)e/*dr) = —4t — 16+ Ce'l*

3. Likningen y’ — 'y = har integrerende faktor (12 —1)""2 =1//12 — 1 siden
[—t/(t* = 1)dt = —In(¢> — 1) /2 nar t > 1. Dette gir

MR- =12 - 1)V = y=VP-1 / )24y

Vi Igser integralet ved substitusjonen u = t> — 1, og dette gir:

y= VR ((@=D'Pac) =2 1hevie -1



12.3 Lgsninger 101

12.5
1. Likningen y' = 4(y — 1)(y — 3) er ikke linezr, men separabel. Separasjon gir

/<y—1>1<y—3>dy:/4‘”

For & Igse det fgrst integralet, ma vi skrive om brgken som en sum av brgker med
nevnere av grad én:

(y—l)l(y—3) :yfl +yf3 = 1=A(y-3)+B(y—1)

Setter vi inn y =3 ser vi at B=1/2, og setter viinn y =1 ser viat A = —1/2.
Integralet blir derfor

1/ 1 1 1 1 |y—3
[ )ay=-(npy-3-Iny—1)+C=-|>2|+C
[5 (55555 ) =y tab=sl-mb-1h+e=Jm =3+
og vi far
1 — _
T3 e o 223 2 s o s
2 |jy—1 y—1

eller (y—3)/(y— 1) = Ke® med K = +E*C. Vi Igser for y og fr

3—Ked
—3=(y—1)Ke¥ -
y (—DKe” =y T
Betingelsen y(0) =2 gir 2 = (3 —K)/(1 — K), eller 2 —2K = 3 — K, som gir
K = —1. Den partikulere Igsningen er derfor
34
Y7 +e8

2. Likningen e?y’ —y? —2y = 1 er ikke linezer men separabel, siden den kan skrives
e?y =y?+2y+1=(y+1)2. Separasjon gir

1 2
/(y+1)2dy: /e Y

Dette gir —(y+1)~! = —Je % +C, som kan skrives som

1 1, 1—2Ce* 2%
— =¥ Cc=—=" o l=—"
y+1 2° 2% Y =T 00
Betingelsen y(1) = 1 gir 2 = 2¢%/(1 — 2Ce?), eller 2 — 4¢*C = 2¢?. Dette gir
2C = (1 —¢?)/e?, og Igsningen blir
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262t 262l
1— (1 _ 62)62’72 1 —e2t—2 4 g2t

3. Likningen )’ — 5y = 0 er line@r med integrerende faktor (1 — 12)~1/2 siden
[—t/(t*—1)dt = —n|t> —1|/24+C = —In(1 —£?)/2+C nér —1 <t < 1. Dette

gir
G(1-2)71=0 — y=CcV1-2
Betingelsen y(0) = 1 gir 1 = C, eller C = 1, sa den partikulere lgsningen er
y=+v1-12

12.6 Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2011, Oppgave 3

1. Differensiallikningen e’y = y? er separabel, og vi skriver den pa separert form

1 1
—zy':e_' & —2dy:e_tdt
Yy y

Integrasjon gir dermed

! T+C e !
—_— = —¢ =
y Y e ' -C

Vi setter inn for initialbetingelsen y(0) = 1/2, som gir 1/2 =1/(1 —C) og der-
med C = —1, og Igsningen er
1 e

VST e

2. Differensiallikningen 3y’ +2y = 1 er linear, og vi skriver den pa standard form
Y +alt)y =b(1): s
t3y’+2y:1 = y/+73y=73

Vi finner integrerende faktor u:
2 -3 -2 -2 —1/¢?
/ﬁdt=/2t dt=—t""4+C = u=e =e
Vi multipliserer differensiallikningen med integrerende faktor u og far

2 1 2N/ 1 2
Vigr=g e (e) = et

Integrasjon og divisjon med u gir generell Igsning

1 1 1
yeil/tz:/ﬁeil/lzdtzieil/ﬂ"‘c = y:E+Cel/t2
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Forelesning 13
Andre ordens lineare differensiallikninger

13.1 Kort sammendrag

En differensial-likning av andre orden kalles /inecer om den kan skrives pa formen
Y'ta(t)y +b(t)y = f(1)

der a(t),b(z), f(¢) er uttrykk i ¢, og den har konstante koeffisienter dersom a(t) = a
og b(t) = b er konstanter, slik at den far formen y” +ay’ + by = f(r). Eksempler pa
andre ordens linezre differensiallikninger er

Y42y =3y=0 og y'-3y'+2y=38

Likningen kalles homogen om f(t) = 0, og inhomogen ellers.

Homogene likninger med konstante koeffisienter. En slik homogen likning kan
skrives y" +ay’ + by = 0 der a,b er konstanter. Vi har at y = ¢’ er en lgsning av
denne likningen hvis og bare hvis r er en rot i den karakteristiske likningen

—at V@3

P +ar+b=0 medlgsning r= 5

Det er tre ulike tilfeller som kan inntreffe:

1. Hvis a> —4b > 0, sa er det to ulike karakteristiske lgsninger r| # r>, og den
generelle Igsningen av den homogene differensiallikningen er

y= Cler]t +C2€r2[

2. Hvis a®> —4b = 0, s4 har den karakteristiske likningen en dobbelrot r = —a/2, og
den generelle lgsningen av den homogene differensiallikningen er

y= C]Eﬂ +C2l€rt = (C] +C2t)ert

Oppgaver Forelesning 13 L@sninger



104 13 Andre ordens linere differensiallikninger

3. Hvis a®> — 4b < 0, s& har den karakteristiske Igsninger ingen (reelle) lgsninger.
Den generelle Igsningen av den homogene differensiallikningen er

y = e¥(Cycos(Bt) +Cysin(ft))

der @ = —a/2 og f = V4b — a2 /2.

Inhomogene likninger med konstante koeffisienter. En slik inhomogen likning
kan skrives y” +ay’ +by = f(t) der a,b er konstanter og f(t) # 0 er etuttrykk i z. Den
har generell 1gsning y = yj, + ), der y;, er den generelle Igsningen av den homogene
likningen y” +ay’ + by = 0, og y, er en partikuler lgsning av den inhomogene
likningen y” +ay’ + by = f(1).

Stabilitet. Lay=y(¢) vaere Igsningen av en lineer differensiallikning. Vi definerer
den langsiktige tilstanden av variabelen y til & veere

y=lim y(t)

[—o0

dersom grenseverdien eksisterer. I sa fall sier vi aty er den stabile likevektstilstanden
til systemet. Hvis grenseverdien ikke eksisterer, sa er systemet ustabilt. Verdien av
de ubestemte konstantene C;,C, avhenger av en initialbetingelsene, og dersom like-
vekten y er den samme for alle verdier av Cy,C,, kalles systemet globalt asymptotisk
stabilt. Det betyr at langsiktig likevekt er den samme, uavhengig av starttilstand.

13.2 Oppgaver
13.1. Vis at y = ¢ er en lgsning av ¥’ + ay + by = 0 hvis og bare hvis r er en
lgsning av likningen > +ar+b = 0.

13.2. Finn i hvert enkelt tilfelle den generelle lgsningen:

1.y"=3y=0
2.y"+4y +8y=0
3.3y"+8y' =0

4. 4" +4y +y=0
59" +y —6y=0

13.3. Lgs differensiallikningen y” +y — 6y = 7.
13.4. Finn Igsningen av differensiallikningen

y' =10y +25y =4
som tilfredsstiller y(0) = 29/25 og y(1) = 2¢> +4/25.

13.5. Ta utgangspunkt i differensiallikningen y” +ay’ 4 by = 0, og anta at a> — 4b =
0 slik at den karakteristiske likningen har en dobbelrot r. La y(¢) = u(t)e", og vis at
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y(¢) er en lgsning av differensiallikningen hvis og bare hvis ¥’ = 0. Konkluder fra
dette at y(r) = (A+ Bt)e'" er den generelle lgsningen.

13.6. Eksamen i ELE 3719 fra 16/06/2011, Oppgave 3
Lgs fglgende initialverdiproblemer:

1. y"+3y —28y =14, y(0) =2, y'(0) = —1.
2.y +2ey=¢", y(0)=1.
3.ty =1+4t+y+ty, y(1) = 1.

13.7. Eksamen i ELE 3719 fra 28/11/2011, Oppgave 5
Finn den generelle 1gsningen til fglgende differensiallikninger:

1.y"+8y +16y =32
2.2y 42ty =te™!

13.8. Eksamen i ELE 3719 fra 14/06/2012, Oppgave 5
Finn Igsningen y = y(¢) av folgende differensiallikninger med initialbetingelse:

Lyy=1, y5)=-3
2.y —ty=t, y(0)=2
3.y =y+2, ¥(0)

13.9. Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2013, Oppgave 3
Finn Igsningen y = y(¢) av fglgende differensiallikninger med initialbetingelse:

1.y +3y=¢, y0)=3
2.y =(r—2)y*, y(0)=1
3.y"+5/'+6y=1, y(0)=7/6,y(0)=0

13.10. Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2013, Oppgave 3
Finn Igsningen y = y(¢) av felgende differensiallikninger med initialbetingelse:

1.y =3-y, y0)=2
2.ty +(1—t)y=éforr >0, y(1)=3
3.y =3y +2y=2, y(0)=0,y(0)=1

13.11. Eksamen i ELE 3719 fra 27/11/2013, Oppgave 3
Finn Igsningen y = y(¢) av folgende differensiallikninger med initialbetingelse:

L.y +2y=6, y(0)=2
2.y =4y +3y=0, y(0)=2,)y(0)=4

13.12. Eksamen i ELE 3719 fra 10/06/2014, Oppgave 4
Finn Igsningen y = y(¢) av felgende differensiallikninger med initialbetingelse:

2.y +dy =41, y(0)=
3.y =5y +6y=4, y(0)=5/3,y(1)=2/3
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13.3 Lgsninger

13.1 Vi setter inn y = ¢ i likningen y” +ay’ + by = 0, der a,b er gitte konstanter
og r er en konstant vi skal bestemme. Vi far:

r2e" +a(re™) +b(e") = (P +ar+b)e” =0

Denne betingelsen er oppfyllt hvis og bare hvis r? +ar+b = 0, siden €’* # 0.

13.2 Vi Igser i hvert enkelt tilfelle den karakteristiske likningen for & finne den
generelle Igsningen til differensiallikningen:

P2 —3=0girr=4V3,0gy=CreV¥ +Cre V3

PP+ 4r4+8=0girr=—-242y~—1,0gy=e %(Cysin(2t) +Cycos(2t))
.32 4+8r=0girr=00gr=—8/3,0gy=Cj +Cye 8/3

4+ 4r41=0girr=—1/2+0,0gy = (C| +Cat)e "/

PP 4r—6=0girr=—1/2+5/2,0gy=Cie* +Cye™

ARSI S

13.3 Likningen y” +)' — 6y = 7 har Igsning y = y; +y,, og y;, = C1e* + Cre ™ (se
forrige oppgave). Dessuten er y, = —7/6, si den generelle Igsningen er

7
y=Cie¥ +Cre ™ — 3

13.4 Likningen y” — 10y’ +25y = 4 har Igsning y = y, +y,, 0g y4 = (C1 +Cat)e™
(siden den karakteristiske likningen > — 107 +25 = 0 har en dobbelrot r = 5). Dess-
uten er y, = 4/25, sé den generelle lgsningen er

4
5t

= t —
y=(C1+Cat)e" + 75
Initialbetingelsene y(0) = 29/25 og y(1) = 2¢° +4/25 gir C; +4/25 = 29/25, eller
Ci=1,0g (1+Cy)e’ +4/25 =2¢° +4/25, eller C, = 1. Den generelle Igsningen
er derfor

4
=1+t + —
y (+)€+25

13.5 Vi antar at a®> — 4b = 0, og at r = —a/2 derfor er en dobbel rot i den karak-

teristiske likningen 7> +ar 4 b = 0 (gitt i oppgaven, men ogsa lett 4 sjekke). Setter

viy=ue’, sabliry = u'e” +ure™ og y" = u"e™ +2u're™ +ur’e’, og innsetting i

differensiallikningen gir da:
(u"e" +2u're" + ur*e’™) + a(u'e" + ure’™) + b(ue™) = 0
Vi kan dele med e # 0 i likningen, og vi far da at

W'+ 2r+a)u' + (P +ar+bu=0
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Siden r = —a/2 sd er 2r +a = 0, og r> +ar+b = 0 siden r er en Igsning av den
karakteristiske likningen. Dermed blir likningen u” = 0, og y = ue'” er en lgsning
av differensiallikningen hvis og bare hvis u” = 0. Betingelsen u” = 0 betyr at ' = A
og at u = At + B for konstanter A,B, sd y = (A7 + B)e'" er den generelle Igsningen.

13.6 Eksamen i ELE 3719 fra 16/06/2011, Oppgave 3

1. Differensiallikningen y” 43y’ — 28y = 14 er line@r av andre orden, og har lgsning
y=yp+yp. Vi finner forst y; ved a Igse den homogene likningen y” +3y" —28y =
0. Den karakteristiske likningen er

rP43r-28=0 & r=4,-7

Dette gir y, = Cie* +Cye~"". Vi finner sa en partikuler Igsning pa formen y, = A
med A konstant, som gir

—2MA=14 & A:—%

Dermed er den generelle Igsningen gitt ved y = Cye* +Cye™"" — 1/2. Vi setter
inn initialbetingelsene y(0) = 2, y'(0) = —1, og det gir

3
C1—|-C2—1/2=2,4C1—7C2=—1 = C1=§,C2=1

Dermed er Igsningen y = 3e¥ +e77t — 1.

2. Differensiallikningen y' + 2e'y = €' er linezr, og vi finner integrerende faktor u:
/Ze’dt:2et—|—C = u=é*
Vi multipliserer differensiallikningen med integrerende faktor u og far
! / !

y’+2e’y:et o (y€23 ) :et826

Integrasjon og divisjon med u gir generell Igsning
2¢! r 2e 1 o 1 —2¢!
yeo© = [ee dtzie +C & yzi—i—Ce

Vi setter inn initialbetingelsen y(0) = 1, og dette gir

1
1=5+Ce*2 s C=-é

Dermed blir Igsningen y = 3(1+ 22y,
3. Differensiallikningen 1y’ = 1+t +y+1ty = (1+1)(1 +y) er separabel, og den
separerte formen av likningen blir
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1 , 14+t 1 1 1
— V=" o4 s ——dy=(-+1)a

I+y Y t t I+y Y (t )

Integrasjon gir dermed

1 1
—dy= -+1)dt < InJl =Inft[+1+C
[rme=/(+1) l1 4y =l 41+

Vi Igser for y og far
14+y=4"H+C = Kre! = y=Kte' —1

der K = +¢. Vi setter inn for initialbetingelsen y(1) = 1, som gir I = Ke — 1 og
dermed K = 2/e. Lgsningen er derfor y = 2tet~1 — 1.

13.7 Eksamen i ELE 3719 fra 28/11/2011, Oppgave 5

1. Differensiallikningen y” + 8y’ 4+ 16y = 32 er linezr av andre orden, og har lgsning
¥ =yn+yp. Vi finner forst y; ved & Ipse den homogene likningen y” + 8y’ + 16y =
0. Den karakteristiske likningen er

Pr8r+16=0 & r=-4,-4

Dette gir y, = Cie™* + Cyte . Vi finner sa en partikuler lgsning pa formen
yp = A med A konstant, som gir

16A=32 & A=2

Dermed er den generelle Igsningen gitt ved y = Cre 4t 4 Cayte 4 + 2.
2. Differensiallikningen 2y’ + 2ty = te™" er linezr, og vi ser at venstresiden er
(t%y)’. Dermed far vi

ty = /teftdt =t(—e ") — / l1-(—e dt=—~te ' —e'+F

Dette gir
—t—1+Ce'
tZet
13.8 Eksamen i ELE 3719 fra 14/06/2012, Oppgave 5

y:

1. Differensiallikningen yy’ = 1 er separabel, og vi har

1
/ydyz/ldt = §y2:t+‘5

Dette gir y> = 2t + 2%, og initialbetingelsen y(5) = —3 gir 9 = 104 2%, eller
2% = —1. Dermed har vi lgsningen
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y=—v2t—1

2. Differensiallikningen y —ty = ¢ er linear, med integrerende faktor u = e 2

siden vi har at [ —¢dt = —2/2+ % Dette gir
(yeiﬂ/z)' —te "2 o y= /2 /te7’2/2 dt= etz/z(%—eﬂz/z) —ge? 1
Initialbetingelsen y(0) = 2 gir 2 = ¥e” — 1, som gir €’ = 3. Dermed er Igsningen

y=3et2/2—1

3. Differensiallikningen y” = y+2 er andre ordens linear, og kan skrives y” —y = 2.
Den har Igsning y = yj, +y,, og vi har karakteristisk liking > —1=0, med Igs-
ning r = +1, s& den homogene lgsningen er y, = Cj ¢’ +Cre'. Den inhomogene
likningen har den konstante Igsningen y = —2, sa den generelle lgsningen er

yzClet—i—Cze*t—Z

Initialbetingelsene y(0) = 0,y'(0) =0 gir C; + C; —2 =0 0g C; —C, = 0, som
har Igsning C; = C, = 1. Dermed er lgsningen

y=e'+e -2
13.9 Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2013, Oppgave 3

1. Likningen y’ 4 3y = ¢’ er linezr, med integrerende faktor e¥. Dermed kan den
skrives som

1
() =eed =t =  yel= /e‘” dt= ZE4Z + €

Dette giry =¢' /4+% e, 0g y(0) =3 gir3=1/4+%, eller € = 11 /4. Dermed
er Igsningen

e +11e¥
n 4

2. Likningen y’ = (t —2)y? er separabel, og kan skrives som

y

1y y=t-2 = /y’zdyz /t—2dt
Dette gir —1/y = t?/2 — 2t + € . Initalbetingelsen y(0) = 1 gir —1 = ¢, og der-
med er —1/y =?/2 — 2t — 1. Dette gir Igsning

1 =2
2/2-2t—1 2—4t-2

y:
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3. Likningen y” + 5y’ 4 6y = 1 er andre ordens linezr, og har Igsning y = y, + y).
Den homogene Igsningen y;, finner vi ved a lgse den karakteristiske likningen

P5r+6=0 = r=-2,-3

Dermed er y;, = Cie~% +Cae ™. Vi finner en konstant partikulzr lgsning yp=A
ved innsetting, som gir 6A = 1, eller y, = A = 1/6. Dermed blir den generelle
lgsningen y = Cie~% + Cre~¥ + 1/6. Initialbetingelsene y(0) = 7/6, y'(0) = 0
gir7/6 =C;+C,+1/6 0g 0 = —2C; — 3C,. Vi Igser dette likningssystemet og
far C; =3 og C; = —2, som gir lgsning

y=3e"H -2 41/6

13.10 Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2013, Oppgave 3

1. Differensiallikningen y = 3 —y er bade separabel og linear, og vi velger og lgse
den som en line@r differensiallikning pa standard form y’ +y = 3 med integre-
rende faktor ¢, slik at

(vé') =3¢ = ye'=3+% = y=3+%Fe"

Initialbetingelsen y(0) = 2 gir 2 = 3+ C eller C = —1, og lgsningen blir derfor
y=3—¢"".
2. Differensiallikningen 7y’ + (1 —t)y = ¢’ for t > 0 er lineer, og kan skrives pa

standard form som
' 11—t ¢
Y 2T

med a(t) = (1—1¢)/t =1/t — 1. Siden vi har at
/a(t) dt=Int—t+%

sa kan vi bruke integrerende faktor u = ¢~ =te™", og dette gir

d €
(te™) =1 = yte'=t+%¢ = yze’—l—‘ﬁetze’(l—l—t)

Initialbetingelsen y(1) = 3 gir 3 = ¢(1 + %), som gir ¥ = 3/e — 1. Dermed er
Igsningen

-1 -1 —_ 1 1
y:e’(1+3/e >:e’[ ;i—3/e:(t )et—|—3e

3. Differensiallikningen y” — 3y’ + 2y = 2 er andre ordens lineer, og har lgsning
¥ = ¥;, +yp. Den karakteristisk likingen er 12 —3r+2 =0, og har lgsning r = 1
og r = 2, si den homogene Igsningen er y, = Cje' 4 C2¢*. Den inhomogene
likningen har den konstante Igsningen y = 1, sa den generelle Igsningen er
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y=Cié +Cre* +1

Initialbetingelsene y(0) = 0,y (0) =1 gir C; + C, + 1 =0 0g C; +2C, = 1, som
har lgsning C; = —3 og C; = 2. Dermed er Igsningen

= —3e'+2e*+1

13.11 Eksamen i ELE 3719 fra 27/11/2013, Oppgave 3

1. Differensiallikningen y’ + 2y = 6 er bade separabel og linezr, og vi velger & lpse
den som en lineer differensiallikning pa standard form y’ + 2y = 6 med integre-
rende faktor ¢¥, slik at

(ye¥') =6e* = ye' =34+C = y=3+%Ce ¥
Initialbetingelsen y(0) = 2 gir 2 = 3+ C eller C = —1, og lgsningen blir derfor
y=3—¢"%.

2. Differensiallikningen y” — 4y’ + 3y = 0 er andre ordens lineer og homogen, og
har Igsning y = yj,. Den karakteristisk likingen er 7> —4r +3 = 0, og har lgsning
r=1o0g r =3, sa den homogene Igsningen er y, = Cje’ + C-e> . Initialbetingel-
sene y(0) =2,y'(0) =4 gir C; +C, =2 0g C; +3C, = 4, som har lgsning C; = 1
og C; = 1. Dermed er Igsningen

y=et et

13.12 Eksamen i ELE 3719 fra 10/06/2014, Oppgave 4

1. Likningen y' = yr? 4+¢> = (y+ 1)t er separabel, og vi fir ved separering at

—d—tdt:> d 2 dt
yr1 ¥ / y/

somg1r1n|y+1\ =13/34C. Vilgser for y, og far at y+ 1 = £eCe’/3 = Ke'/3,

3/3

eller y = Ke'" /> — 1. Setter vi inn initialbetingelsen y(0) = 2, ser vi at K = 3, og

den partikulere Igsningen er y = 3¢’ 3 1.
2. Likningen y’ 44y = 4¢ er fgrste ordens lineer, og vi kan bruke integrerende faktor
4 for & Igse den. Dette gir

1
(ye*) = 4re™ = ye' = / 4re dr = e — 164’ +C
Vi har lgst integralet ved a bruke delvis integrasjon. Dette gir generell 1gsning

1
S C—4t
y 4+ e
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Initialbetingelsen y(0) = 2 gir 2 = —1/4+ C, eller C = 9/4. Den partikulere
Igsningen er derfory = —1/4+9/4e.

3. Likningen y” — 5y’ + 6y = 4 er annenordens linezr og har lgsning y = y, + y).
For a finne yj, ser vi pa den karakteristiske likningen r2 —5r+6 =0, som har
Igsninger r = 2 og r = 3. Det fglger at y;, = C1e* + Ce. For 4 finne en par-
tikuler Igsning, setter vi y = A siden hgyresiden 4 er en konstant. Innsetting
gir 6A =4, eller A =4/6 =2/3. Derfor er y, = 2/3 og den generelle Igsnin-
gen er y = Ce* + Cye® 4 2/3. Initialbetingelsene y(0) = 5/3, y(1) = 2/3 gir
C1+Cy+2/3=5/30g Cie* +Cre® +2/3 =2/3. Fgrste likning gir C; = 1 —Cy,
og innsetting i andre gir

2 3 _—e e
Ciee+(1-C)e’ =0 = Cl=a—F5=77

Den partikulare 1gsningen blir derfor

€ 1y
1 .19 T3
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Forelesning 14
Variasjonsregning

14.1 Kort sammendrag

En funksjonal J er en regel som tilordner et tall til enhver funksjon av en bestemt
type. Et eksempel pa en funksjonal er

som tilordner integralet ovenfor til enhver kontinuerlig funksjon y = y(¢) definert pa
intervallet [0,1]. Dette integralet kan tolkes som arealet under grafen til y = y(¢) fra
t =0 til r = 1. De kontinuerlige funksjonene definert pa [0,1] utgjgr altsé ’defini-
sjonsomradet’ til funksjonalen. Et annet eksempel pa en funksjonal er

1= [ ra

Denne funksjonalen gir lengden til kurven y = y(x) fra x = a til x = b. De deriver-
bare funksjonene definert pa intervallet [a,b] utgjgr definisjonsomréadet’ for denne
funksjonalen.

I variasjonsregning studerer vi max/min-problemer for visse typer funksjonaler,
under bestemte typer av bibetingelser. Variasjonsproblemet kan formuleres slik pa
standard form:

b _
max / min / F(tyy)dt nér ¥(a) =50
a y(b) =y

Uttrykket F(¢,y,y") samt konstantene a,b,yo,y; er da gitt, og for hvert valg av en
funksjon y = y(¢) som oppfyller y(a) = yo og y(b) = yi1, kan vi regne ut verdien
J(y) = fah F(t,y,y')dt. Vi gnsker altsd & finne den funksjonen y som gjgr dette inte-
gralet stgrst eller minst mulig. Et eksempel pa et variasjonsproblem er

Oppgaver Forelesning 14 Lgsninger
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1 0 =
min J(y) :/ (y2 +y2) dt nar {y( ;
0

Legg merke til at man ofte skriver y for y = y'(¢) nar ¢ er en tidsvariabel. I dette pro-
blemet vil for eksempel y(7) = 47 + 1 vere en funksjon som oppfyller bibetingelsene
y(0) =1 og y(1) =5, og verdien til funksjonalen er da

1
79

(1+41)° + 161‘] =
0o 3

1 1
J0) :/ dr+1)2+42dr = | —
0 12
Men det er mange andre funksjoner som oppfyller y(0) = 1 og y(1) =5, det vil
si som gir gjennom punktene (0,1) og (1,5), og for & finne kandidat for max/min
bruker man generelt Euler-likningen:

Teorem 14.1. Dersom y = y(t) er en lgsning av variasjonsproblemet, si md den
tilfredsstille Euler-likningen

d
! AN
R (77) =0
Legg merke til at Fy’ ,Fy’, er formelle partielle derivasjoner av F' med hensyn til

y og ¥’ som formelle variable, mens derivasjon med hensyn til ¢ gir dy/dt =y og
dy'/dt =y". 1 eksempelet ovenfor blir Euler-likningen til F = y? 4 (y')? gitt ved

d
25— L (2y) =2y—2y" =0
v () =22
siden Fy = 2y og F, ', = 2y'. Generelt gir Euler-likningen en andre ordens differen-
siallikning. Lgser vi denne differensial-likningen og bruker bibetingelsene, far vi en
kandidat for max/min.
Funksjonen F = F(t,y,y’) er konveks som en funksjon i (y,y’) dersom den Hess-

iske matrisen A
H (F ) = F;w F;}"y !

F// F//
oYY

er positiv semidefinitt for all (z,y,y’). Det vil si at detH(F) > 0 og trH(F) > 0, eller
at ulikhetene

Ua " \2 "
F nyy’,y’_<Fy,y’) 20 og Fy,

"
By 20
holder for alle (z,y,y'). Tilsvarende er funksjonen konkav hvis den Hessiske matrisen
er negativ semidefinitt for all (z,y,y’). Det vil si at detH (F) > 0 og tr H(F) <0, eller
at ulikhetene
2

FyF) ,—(F)*>0 og Fy,F, <0
holder for alle (¢,y,y’). For eksempel er F = y> + (y')?> konveks men ikke konkav,
siden F har Hessisk matrise
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Fy FI\ (20
fr Yy »,y =
=5, o7,) = (52)

slik at determinanten detH(F) =4 > 0, og tr H(F) =4 > 0. Vi kan bruke dette til &
undersgke om lgsninger av Euler-likningen gir max eller min:

Teorem 14.2. Dersom y* = y*(t) oppfyller Euler-likningen og bibetingelsene i et
variasjonsproblem, sa har vi:

1. Hvis F er konveks som en funksjon i (y,y'), sd er y* et minimumspunkt
2. Hvis F er konkav som en funksjon i (y,y'), sd er y* et maksimumspunkt

Maksimums/minimumsverdien kan vi da finne ved a sette inn y* i funksjonalen.

14.2 Oppgaver

14.1. Avgjgr i hvert tilfelle om funksjonen er konveks, konkav, begge deler eller
ingen av delene:

L flxy)=x+y

2. flxy)=3x—y

3. flxy) =€ +¢

4 f(x,y) =e Y

5. f(x,y) =1In(x) +In(y)

14.2. Vis at funksjonen f(x,y) = x* +4xy +4y* + ¢’ — y er konveks.

14.3. Vis at en symmetrisk 2 x 2-matrise A er positiv semidefinitt hvis og bare hvis
det(A) > 0 og tr(A) > 0. Forklar at dette er det samme som at ac —b”> > 0 og a,c >0
nar vi skriver matrisen A som
A= (a b)
bc

14.4. Vi betrakter variasjonsproblemet

min [ @540 3(0)=15(1) =0

1. Finn Euler-likningen og lgs den. Vis at Igsningen gir et minimum.
2. Finn den Igsningen som tilfredsstiller initialbetingelsene.
14.5. Finn Euler-likningen som er tilordnet integralet
|
min [ F(¢,y,y)dt

fo

i hvert tilfelle:
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L F(t,yy) = 2ty +3yy+1y°
2.F(t,yy)=—&
3. F(ty) = ((y=9)> +y)e ™

14.6. Vis at Euler-likningen som svarer til variasjonsproblemet
b
min / (¥ + txi 4 £25%) dt
a
er gitt ved 12 + 2% — %x =0.

1
14.7. 1. Lgs differensiallikningen j + ;y =1
2. Finn Euler-likninen som svarer til variasjonsproblemet

2
min / (2ty+3yy+1y7)dt, y(1)=0, y(2) =1
1
og bestem lgsningen som tilfredsstiller initialbetingelsene.

14.8. Vi betrakter variasjonsproblemet
T .
max / e/*In(2K —K)dt, K(0) =Ko, K(T) =Ky
0

1. Vis at funksjonen F(1,K,K) = e~*/*In(2K — K) er konkav som funksjon i (K ,K).

2. Vis at Euler-likningen kan skrives pa formen aK + bK + cK = 0 der a,b,c er
konstanter.

3. Lgs variasjonsproblemet.

14.9. Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2011, Oppgave 4
Vi betrakter variasjonsproblemet

3
max / min / In(y+y+e)dt, y0)=2, y3)=>5¢">
Jo

1. Vis at Euler-likningen, etter at den er forenklet, kan skrives pa formen ay + by +
¢y =k, der a,b,c, k er konstanter, og bestem konstantene a,b,c,k.

2. Finn lgsningen av Euler-likningen som tilfredsstiller initialbetingelsene.

3. Gir lgsningen av Euler-likningen maksimum eller minimum? Hva blir den opti-
male verdien av integralet?

14.10. Eksamen i ELE 3719 fra 16/06/2011, Oppgave 4

Vi gnsker a plante treer for & dekke et omrade pa 30 kvadratkilometer i lgpet av 4
ar. La y(¢) veere antall kvadratkilometer som er dekket etter ¢ ar, og la y(z) vare
plantehastigheten, malt i kvadratkilometer per ar. Vi antar at kostnadsraten, malt i
kr per ar, er C(t,y,y) = Ky?, der K er en positiv konstant. Den totale neddiskonterte
kostnaden er da
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4
/ C(t,yy)e "dt
0
der r er diskonteringsrenten.

1. Vi gnsker & minimere den totale neddiskonterte kostnaden. Sett opp variasjons-
problemet dette leder til. Vil en Igsning y*(¢) av Euler-likningen og initialbetin-
gelsene til variasjonsproblemet minimere den totale neddiskonterte kostnaden?

2. Lgs variasjonsproblemet. Hva blir den totale neddiskonterte kostnaden om dis-
konteringsrenten r = 0.08 og konstanten K = 10.000?

14.3 Lgsninger

14.1 Vi regner i hvert tilfelle ut den Hessiske matrisen H(f) og undersgker dens
definitthet:

1. Den Hessiske matrisen H(f) er nullmatrisen, som er bade positivt og negativt
semidefinitt, derfor er f konveks og konkav.

2. Den Hessiske matrisen H(f) er nullmatrisen, som er bade positivt og negativt
semidefinitt, derfor er f konveks og konkav.

3. Den Hessiske matrisen H(f) er diagonal med ¢* > 0 og ¢’ > 0 pa diagonalen.
Den er derfor positivt men ikke negativt semidefinitt, og f er dermed konveks
men ikke konkav.

4. Den Hessiske matrisen H(f) er gitt ved

H = ()

og e ¥ > 0. Derfor er den positivt men ikke negativt semidefinitt, og f er der-
med konveks men ikke konkav.

5. Den Hessiske matrisen H(f) er diagonal med —1/x*> < 0 og —1/y* < 0 pa dia-
gonalen. Den er derfor negativt men ikke positivt semidefinitt, og f er dermed
konkav men ikke konveks.

14.2 Den Hessiske matrisen il f(x,y) = x* +4xy +4y* +¢” — y er gitt ved

Hm:(isid)

Dermed er detH(f) =2(8+¢") —16 =2¢¥ > 0 og trH(f) = 10+¢” > 0. Det fplger
derfor at f er konveks.

14.3 Egenverdiene til A er gitt ved A% — tr(A)A +det(A) = 0, og de oppfyller derfor
A+ A =tr(A) og AjA; = det(A). Hvis 41,4, > 0, sa er derfor detA,trA > 0, og
hvis detA,trA > 0, sa ma de to egenverdiene ha samme fortegn (pa grunn av de-
terminanten), og dette fortegnet ma vare positivt (pd grunn av sporet). Ulikheten
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ac —b*> > 0 er det samme som detA > 0. Nér ac —b* > 0, sder ac > b> > 0, sd a og
¢ har samme fortegn, og derfor er a + ¢ > 0 det samme som a > 0 og ¢ > 0.

144

1. Siden F = (ty+y?), sa er Fy=0o0g F)f/ =t +2y'. Eulerlikningen er derfor 0 —
(1+2y") =0, som gir 2y” = —1. Lgsningen er y/ = —t/2+ C; og dermed y =
—2 /4+Cit +C,. Siden F er konveks i (y,y"), med Hessisk matrise

HE) = (o)

sa gir Igsningen ovenfor minimum.

2. Betingelsene y(0) = 1 og y(1) = 0 innsatt i y = —#?/4 + Ct +C; gir C; = 1 og
—1/44C1+1=0,eller C; = —3/4. Dermed er lgsningen av variasjonsproble-
mety = —12/4+—3t/4+1.

14.5

1. F(t,y,y) = 2ty +3yy +1y? gir Fy=2t+3y og Fy’, = 3y +2ty’. Derfor er Euler-
likningen 27 + 3y’ — (3y’ 4+ 2y’ + 2ty”") =, som kan skrives

—2ty" =2y 42t =0

2. F(t,y,y) = —e"~® gir F] = ae" og F;, = —e", hvor vi skriver u = ¢'~*'". Derfor
er Bulerlikningen gitt ved ae” + (y" — ay’)e" = 0, som kan skrives

y”—ay'—i—a:O

3. F(tyy) = (b =9 +y)e gir F/ = 2(y =) +2y)e " og F) = —2(y —
y')e~“. Derfor er Eulerlikningen gitt ved (4y —2y')e ™ +2(y —y' —ay +
ay')e”™ = 0, som kan skrives

—2y"4+2ay +(4—2a)y=0 < Yy —ay+(a—2)y=0

14.6 Vi har at F} = 2x+1x’ og F/, = tx+2t°x". Dermed Euler-likningen 2x +x' —
(x +tx' +4tx’ +2¢2x"") = 0, som kan skrives som

1
22 — At +x=0 & 2 +2ux — Ex =0

14.7
1. Likningen y” + 1y’ = 1 er lineeer i u = y', og «’ + (1/t)u = 1 har integrerende
faktor z. Dermed er (ut)’ =1, som gir

1 3
u= ;/tdt:t/2+C1/t

Dette gir aty' =¢/2+C) /t og dermed y = > /4 +C Int| +C,.
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2. Vi har at Fy =2t + 3y og Fy’, = 3y +2¢ty’. Dermed er Eulerlikningen 2f + 3y —
(3y' +2y' +2ty") = 0, som kan skrives

=2ty =2y = —2t

Divisjon med —2t gir differensiallikningen fra a) med Igsning y =12 /4+Cy In|t| +
C», og betingelsene y(1) =0 0g y(2) =1 gir 1/4+C, =0, eller C; = —1/4, og
1+CIn(2)—1/4=1,ellerC; = ﬁ. Dermed er den partikulare Igsningen

Loy L Inle| !
=_ nlt|— -
Y= 4" T a2 4

14.8 Vi betrakter variasjonsproblemet

T
max / e *In(2K —K)dt, K(0) =Ky, K(T) = Kr
0

1. Siden F}, = 52 e ™"/* og F, = 5 e ™"/%, s er den Hessiske matrisen til F

—4 2
H(F) = ((21(21(')2 (21(_11(')2) e t/4
(2K—K')? (2K-K')?

Dermed er detH(F) =0 og trH(F) <0, sd F er konkav i (K ,K).
2. Euler-likningen kan skrives som

a . —12K' —K") _ 1 1
4 4 4
2K—K° et QK—K)? ¢ ! T v —3)70

og dette gir

e—t/4

!/ ! 1 !/

2K K" (2QK-K')—(2K'—K")— (2K—K')/4) =0
Eulerlikningen blir derfor K" — 15K’ /4 +7K /2 = 0.

3. Lgsningen av Euler-likningen er K = Ce* + Cre™/* siden 2,7 /4 er det karakte-
ristiske rgttene i > — 15r/4 +7/2 = 0. Betingelsene K (0) = Ky og K(T) = Kr
gir C; +C, = Ky og Cy 2T+ C2€7T/4 = K7. Dette er et linezer system som vi kan
Igse for C, og C; nar T, Ky, K7 er gitt, og vi far Igsningen

7T /4 2T
K — KT - Koe / ezl Koe - KT 7t/4
e2T _ 67T/4 e2T _ €7T/4

14.9 Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2011, Oppgave 4

1. Visetter F =In(y+y+e ') =In(u),deru =y+y-+e ', og regner ut
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y=u"', —F=—u"u=—{+y—e) u?
Dermed er Euler-likningen gitt ved
'+ FHy—e ) u =0 & uti+y—e =0
Nar vi setter inn for u, far vi dermed at
ytyt+te ' +i+y—e =0 & J+2y+y=0

Dermed er (den forenklede) Euler-likningen aj+ by +cy =k, dera=1, b =2,
c=1,k=0.

2. Vi tar utgangspunkt i den forenklede Euler-likningen, som er linezr og homogen.
Den karakteristiske likningen 7> 4 2r 4+ 1 = 0 har dobbelrot » = —1, og dermed
er den generelle Igsningen

y=(A+Bt)e™

Vi setter inn initialbetingelsene y(0) = 2, y(3) = 5¢~> og far A = 2 og (A +
3B)e™3 = 5¢73 eller B = 1. Lgsningen av Euler-likningen og initialbetingelsene
er dermed y* = (2 +t)et.
3. Vi undersgker om F er konveks eller konkav som funksjon i (y,y), og regner ut
"l -2 1"t m2
Fy=Fy=Fy=-u"<0 = FF;—(F;) =0

Det fglger at F' er konkav som funksjon i (y,y), og dermed er y* et maksimum.
Den maksimale verdien av integralet er

3

3. 3 1 9
/ In(y*+y"+e ") dt= / In(2e™")dt= {ln(Z)t — tz] =3In(2) -z ~—2.42
Jo Jo 2 ]y 2

14.10 Eksamen i ELE 3719 fra 16/06/2011, Oppgave 4

1. Variasjonsproblemet blir
4
min / Ki%e ™dt,  y(0) = 0, y(4) =30
Jo

der r og K er positive konstanter, med F(t,y,y) = Ky*e~". Vi undersgker om F
er konveks funksjon i (y,y): Vi har Fj = 0 og Fy = 2Kye™", og dermed fér vi

Fy=Fy=0, Fy=2Ke"" >0 = F,F;—(F;

2 _
Wiy T yy‘) =0

Dette betyr at F er konveks som funksjon i (y,y), og derfor er enhver lgsning y*(¢)
av Euler-likningen og initialbetingelsene en Igsning av variasjonsproblemet (dvs
et minimumspunkt).

2. Vi finner Euler-likningen ved a regne ut
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d
Fy/ =0, F}/ =2Kye " = &Fy' =2Kje " +2Kye " (—r) =2Ke " (§—ry)

Dermed er Euler-likningen gitt ved
0—2Ke "(j—ry)=0 < j—ry=0

Vi far at y = Ae™ + B siden Euler-likningen er en homogen andre ordens lineer
differensiallikning. Vi setter inn initialbetingelsene y(0) = 0, y(4) = 30, og dette

gir
30 30
e4r l’B:_e4r71

A+B=0,A"+B=30 < A=
Lgsningen av Euler-likningen og initialbetingelsene er dermed

30
y* _ ﬁ (ert* 1)

Den totale neddiskonterte kostnaden nar y = y*(¢) blir

4 4/ 30re \? 900K72 [e1* 900K~
Ky* *”dt:/K ) et | — | =
/0 ye 0 <e4r_1> ¢ (e4r_1)2|:r:|0 A

Nar r = 0.08 og K = 10.000, blir den totale neddiskonterte kostnaden Z?,Oflr ~
1.909.167.
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Forelesning 15
Optimal kontrollteori

15.1 Kort sammendrag

Mange problemer i optimal kontrollteori kan skrives slik (det finnes ogsa andre
varianter men vi tar utgangspunkt i denne):

b (@) = yo
max/min/ F(t,yu)dr nar < y(b) =y,
a
Y =G(tyu)

Her er F,G gitte uttrykk i (¢,y,u) og a,b,yo,y1 er gitte tall. Problemet inneholder
en ny variabel u, som kalles en kontrollvariabel, og sammenhengen mellom u og
tilstandsvariabelen y er gitt ved differensiallikningen y' = G(z,y,u).

Legg merke til at om u velges lik den deriverte u =y’ og G(t,y,u) = u, sé blir
problemet ovenfor et vanlig variasjonsproblem . Vi kan skrive det som

b =
max/min/ F(ty,y)dt nér ya) =50
a y(b) =y

ved & sette inn u =y’ i F. Differensiallikningen y' = G(¢,y,u) = u blir aty’ =y, som
selvsagt er oppfyllt. Mange (men ikke alle) problemer i optimal kontrollteori kan
skrives om som variasjonsproblemer.

Fordelen med formuleringen i kontrollteori (ved siden av at den er mer generell)
er at det kommer klarere fram at u (kontrollvariabelen) er det vi kan endre (eller
kontrollere). Skal vi for eksempel finne alle funksjoner y = y(¢) med y(0) = 1 og
y(1) =5, s er det u =y’ vi kan variere. Om vi velger u = y' til 4 vaere en konstant, sd
ma u = 4 for at kurven skal gé gjennom (0,1) og (1,5) siden stigningstallet til linjen
gjennom disse to punktene er 4. Da blir y(z) = 4¢ + 1. Vil vi derimot bruke en kurve
som har en horisontal tangent til & begynne med, og med jevnt gkende stigningstall,
kan vi velge u = st for et positivt tall s > 0. Daery’ = u = st og y = st> /24 C. For at

Oppgaver Forelesning 15 Lgsninger
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kurven skal gé gjennom (0,1) og (1,5), ma vi velge C =1 og s = 8, slik at u(z) = 8¢
og y(t) =4+ 1.

For a Igse et problem i optimal kontrollteori, kan vi enten forsgke a skrive det
om til et variasjonsproblem (og bruke Euler-likningen), eller bruke Pontriyagin’s
maksimumsprinsipp for optimale kontrollproblemer:

Teorem 15.1. Dersom y* = y*(t) og u* = u*(t) er en lpsning av

. y(a) = yo
max / min / F(tyu)dt ndar < y(b) =y
a
Y =G(t.yu)

sd finnes en kontinuerlig funksjon p = p(t) og et tall py med po = 1 eller py =0, slik
at Hamilton-funksjonen H (t,y,u,p) = po F (t,y,u) + p G(t,y,u) tilfredsstiller fplgende
betingelser:

1. u = u* maksimerer/minimerer H = H (t,y* ,u,p)
2. pl = _H)//(t’y*au*ap)

I de fleste tilfeller kan vi sette pp = 1, men det finnes eksempler der maksi-
mum/minimum opptrer for pg = 0.

Teorem 15.2. Dersom y* = y*(t) og u* = u*(t) oppfyller bibetingelsene i teoremet
ovenfor, sa har vi at:

1. Hvis H er konveks som en funksjon i (y,u), sd er (y*,u*) et minimumspunkt.
2. Hvis H er konkav som en funksjon i (y,u), sd er (y*,u*) et maksimumspunkt

Maksimums/minimumsverdien kan vi da finne ved d sette inn (y*,u*) i funksjonalen.

15.2 Oppgaver

15.1. Vi betrakter kontrollproblemet

1
maX/ (1—u?)dt, y(0)=1,y(1)=e",y =y+u
JO

1. Lgs problemet ved hjelp av maksimumsprinsippet
2. Lgs problemet ved a gjgre det om til et variasjonsproblem

15.2. Eksamen i ELE 3719 fra 28/11/2011, Oppgave 6
Vi betrakter variasjonsproblemet

25
min / (8y* +625y%)e %% dt nar y(0) =1, y(25) =¢*
0
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1. Vis at Euler-likningen for variasjonsproblemet kan skrives pa formen y —0.08y —

0.0128y = 0.
2. Lgs variasjonsproblemet. Hva er den minimale verdien av integralet?

15.3. Eksamen i ELE 3719 fra 14/06/2012, Oppgave 6
Vi betrakter det diskonterte variasjonsproblemet

8
min /0 (3% + (y—y)?)e P dt nar y(0)=0, y(2) = 5

der diskonteringsrenten p > O er en konstant.

1. Avgjer om F = (3y> + (y—)?) e P er konveks eller konkav som en funksjon
av (y,y).
2. Lgs variasjonsproblemet for p = 0.

15.4. Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2013, Oppgave 6
Vi betrakter variasjonsproblemet

2 .
max / min / APdt nar y(0) =3, y(2) =343
0
1. Vis at Euler-likningen for dette problemet er en linezr andre ordens differensial-
likning, og 1¢s den. Hint: Se etter en partikuleer Igsning pa formen y, = At.
2. Finn Igsningen y* av variasjonsproblemet. Gir denne lgsningen max eller min?

15.5. Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2013, Oppgave 6
Vi betrakter variasjonsproblemet

3
max / min / In(4y —y)dt nar y(0) =3, y(3) = —9¢'?
0

1. Finn Euler-likningen for dette problemet, og finn lgsningen y* av Euler-likningen
som ogsa tilfredsstiller initialbetingelsene.

2. Undersgk om F = In(4y —y) er konveks eller konkav som funksjon i (y,y). Bruk
dette til a avgjgre om y* gir max eller min i variasjonsproblemet.

15.6. Eksamen i ELE 3719 fra 27/11/2013, Oppgave 6
Vi betrakter variasjonsproblemet

3
max / min / In(6—2y+2y)dt nar y(0)=—3, y(3) =3+18¢°
Jo

1. Finn Euler-likningen for dette problemet, og finn Igsningen y* av Euler-likningen
som ogsa tilfredsstiller initialbetingelsene.

2. Undersgk om F = In(6 — 2y + 2y) er konveks eller konkav som funksjon i (y,y).
Bruk dette til 4 avgjgre om y* gir max eller min i variasjonsproblemet.
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15.7. Eksamen i ELE 3719 fra 10/06/2014, Oppgave 6
Vi betrakter variasjonsproblemet

V3
max / min / (O/)*+2y +3y*) dt nar y(0)=0, y(v3)=1
0

1. Bestem Euler-likningen til problemet, og finn lgsningen y* som tilfredsstiller
Euler-likningen og initialbetingelsene.

2. Avgjgrom F (¢,,y') = (y/)? +2yy’ +3y? er konveks eller konkav som en funksjon
i (v,)'), og bruk dette til & avgjgre om y* gir maksimum eller minimum.

3. Finn den optimale verdien (maksimums- eller minimumsverdien) i max/min-
problemet.

15.3 Lgsninger

151

1. Hamilton-funksjonen er H = po(1 —u?) + p(y+u). Hvis pg = 0 sd er H lineer
i u og har ikke noe maksimum. Derfor md pg = 1. Vi har da H, = —2u+p
og H!, = =2 < 0, s& H,, = 0 gir maksimum, og derfor er u = p/2. Betingelsen
p' =—H, gir p' = —peller p(t) = Ce™" og dermed u = C/2e¢~" = Ke™'. Dermed
ma y oppfylle

y —y=u=Ke™'
og lgsningen er y = y;, +y,, med y, = Cie'. Vi ser etter en partikuler Igsning pa
formen y = Ae™’, og dette gir

—A—A)e ' =Ke™!
(

eller A = —K /2 = C,. Altsé er den generelle lgsningen y = Cie' + Cre". Betin-
gelsene y(0) =1 ogy(1) =e ! girCy =1—-Cyog Ci(e')+ (1 —Cp)e ! =e7 !,
eller

Ci=0, =1

Siden F = 1 —u? er konkav i (y,u), gir funksjonen y = ¢~ et globalt maksimum.
2. Sammenhengen mellom tilstand- og kontrollvariabel er y’ = y + u. For & skrive
om problemet til et variasjonsproblem, setter vi inn u =y’ —y, som gir

max /01 1= —y)Hdt, y0)=1,y(1)=¢""!

Siden F(t,yy) = 1—( —=y)* = 1= (/) +2yy =y sd er F] = 2y —2y og
F, /, = —2y' + 2y. Eulerlikningen blir da

2yl 7y7 (72yl/+2y/) — 0
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eller y” —y = 0. Denne likningen er linezr og homogen, og siden > — 1 = 0 har
rgtter r = +1, sa er den generelle lgsningen

y=Cié +Cre’

altsd samme lgsning som i a) og regning med initialbetingelsene blir akkurat den
samme. Siden F = 1 — (y —y)? er konkav i (y,)’) sé blir

et globalt maksimum.

15.2 Eksamen i ELE 3719 fra 28/11/2011, Oppgave 6

1. Vi bruker F(t,y,y) = (8y* +625y%)e*08 og regner ut de partiell-deriverte:
F=16y-¢ "% F/ =1250y.¢ "%
Euler-likningen blir da:

d _ . L
F— EF; = 16y-¢ 0% _1250(5- ¢ 08 4y~ 008 (_0.08)) =0
Division med e~ £ 0 gir likningen
16y — 1250(5 —0.08)) =0 < §—0.08y—0.0128y =0

2. Vilgser Euler-likningen j —0.08y —0.0128y = 0 med initialbetingelsene y(0) = 1
og y(25) = e*. Differensiallikningen har karakteristiske rgtter

?—0.08r—0.0128=0 < r=0.16,—0.08

Dermed er den generelle Igsningen y = C1e%1% + Cre~ 0% Initialbetingelsene
er C1 +Cy = 1 og Cre* + Cre™? = ¢*, og vi ser at C; = 1 og C; = 0 er Igsning.
Dermed far vi y = ¢*1%. Siden F(t,y,y) er en konveks funksjon i variablene y og
y, sa lgser y = ¢*1% minimumsproblemet. Den minimale verdien av integralet
blir dermed

25 25
/ (8y2 +625y%)e 008 gt — / (873 1 625.0.1626%32 )¢~ 008 gt
0 0

siden y = ¢%1%7.0.16 = 0.16¢" 1% Dette integralet regner vi ut:

25 1
/ (84 16)e%2 dt = 24— (&5 — 1) = 100(e® — 1) ~ 40,243
Jo 0.24
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15.3 Eksamen i ELE 3719 fra 14/06/2012, Oppgave 6

1. Vibruker F(t,y,y) = (39> + (y— )?) e P" og regner ut de partiell-deriverte:
F=2(y=y)e P, F=(6y+2(-y)(~1))e P = (85— 2y)e

Dette gir A = F) = 2¢™P', B = F)j = —2¢ "' og C = Fjj = 8¢ P'. Dermed er
A,C >00g AC — B* = (16 —4)e™2P! = 12¢~2P" > (. Derfor er F konveks men
ikke konkav som funksjon i (y,y).

2. Vi bruker F(t,y,y) = 3y*> + (y — ) og regner ut de partiell-deriverte:
F=2(y—y), F=6y+2(y—y)(—1)=8y—2y
Euler-likningen blir da:

B~ S =2(y-3) ~ (8 -2) =0
Forenkling gir likningen —83 + 2y = 0, som er en andreordens linezr homogen
differensiallikning med karakteristisk likning > — 1 /4 = 0, og karakteristiske ret-
ter r = £1/2. Dermed er Igsningen av Euler-likningen y = Cje'/% + Cye /2. Ini-
tialbetingelsene y(0) =0, y(2) = (¢* —e™2)/2 gir C; +C, =0 0g Cre+Cre™! =
(e* —e72)/2, med Igsning C; = —C) og

e?—e? 1
Cile—e HY=(P2-e )2 = Clzm:§(€+e_l)

Vi far dermed lgsningen
1 CIyat/2 at)2
=3 (e+e )(e*—e %)

av Euler-likningen og initialbetingelsene. Siden F er konveks som en funksjon
av (y,9), sa er dette lgsningen av minimumsproblemet.

15.4 Prgve-eksamen i ELE 3719 fra 05/2013, Oppgave 6

1. Viharat F = ¥+% = ¢ med u = 3y 4 2y. Dette gir

F;ze“-323€”, Fy-/:e”~2:2e”

Dermed blir

d
EFy/ =2¢"u, = 2¢"(3y+2¥) = (6y +45)e"

og Euler-likningen blir

3¢" — (6y+4y)e" =0 < 4j+6y=3
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Dette er en linezr andre ordens differensiallikning med lgsning y = yj, +y,, og
vi finner y;, ved a lgse den karakteristiske likningen

4rP +6r=0 & r=0,r=-3/2

Dermed er y, = C1e’ +Cre3/2" = C 4+ Cre /2. Vi ser sa etter en partikulaer
lgsning pé formen y, = At for en konstant A, og finner ved innsetting at 4 -0+
6-A =3, som gir Igsning A = 1/2 og y, = /2. Dermed er lgsningen av Euler-
likningen gitt ved

Y =C +Cre 32t +1/2

2. Viregner ut de andre ordens partiell-deriverte av F og finner
I u " u " __ u
Fy,=9¢", Fy=06¢", Fy=4e

Dermed er Fy; - Ffj, — (F};)* = 0 og F}}, F}}, > 0, s& F er konveks i (y,y). Dermed
gir Igsningen y* av Euler-likningen og initialbetingelsene et minimum. Vi finner
y* ved 4 sette inn initialbetingelsene: y(0) = 3 gir C; +C, = 3, 0g y(2) =3+ e
gir C; + Cye3 + 1 =343, Vi Igser likningene og finner at C; = 1 og C; = 2,
sa minimum er gitt ved

y* — 2+€73/2t+t/2
15.5 Eksamen i ELE 3719 fra 13/06/2013, Oppgave 6

1. Vihar F =In(4y —y) og dette gir partiell-deriverte

F=2 gL
Y4y —y TV 4y—y
Dermed er Euler-likningen for problemet gitt ved
4 4y
- =0 & A(4y—y)—(4y—§) =0
dy—y (dy-y)
Etter at vi forenkler likningen, far vi j — 8y + 16y = 0. Den karakteristiske liknin-
gen er 2 — 87+ 16 = 0 med dobbelrot r = 4, og dermed er den generelle Igsnin-
gen av Buler-likningen gitt ved y = (Cy +Cat)e™ . Initialbetingelsene y(0) = 3 og
¥(3) = —9e!? girat C; =3 og (3+3C,)e'? = —9¢'?, eller C; = —4. Dette betyr
at Igsningen y* = (3 —4¢)e™ tilfredsstiller Euler-likningen og initialbetingelsene.
2. Vi har andre orden partiellderiverte gitt ved

" __ _16 " __ 4 "o —1

Fy=——, TN )
G s ) N € N C s Uk

Vi har dermed F}, i < 0 for all (y,y), and

2
Ry~ (F)? =0
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og F er derfor konkav i (y,y). Dette betyr at y* gir et maksimum i variasjonspro-
blemet.

15.6 Eksamen i ELE 3719 fra 27/11/2013, Oppgave 6

1. Vihar F = In(6 — 2y +2y) og dette gir partiell-deriverte

! —2 ! 2
Fy = _ . ) ij = _ .
6—2y+2y 6—2y+2y

Dermed er Euler-likningen for problemet gitt ved

I e
6—-2y+2y (6—2y+2y)2

& —2(6—2y+2y)—(4y—4y) =0

Etter at vi forenkler likningen, far vi 4y — 8y + 4y = 12. Den karakteristis-
ke likningen er 41> — 87 +4 = 0 med dobbelrot = 1, og dermed er den ge-
nerelle lgsningen av Euler-likningen gitt ved y = y, +y, = (Ci + Cat)e' + 3.
Initialbetingelsene y(0) = —3 og y(3) = 3 + 18¢® gir at C; +3 = -3, eller
C) = —6,0g (—6+3Cy)e® +3 =3+ 18¢%, eller C; = 8. Dette betyr at Igsningen
y* = (—6+8t)e’ + 3 tilfredsstiller Euler-likningen og initialbetingelsene.
2. Vi har andre orden partiellderiverte gitt ved
" —4 " 4 " —4

g ) Fr'_i‘v WY T 7~ A A\D
Vo (6—2y+2y)2 Vo (6—2y+2y)2 o (6—2y+2y)2

Vi har dermed F, F; < 0 for all (y,y), and

B -

yy')z =0

og F er derfor konkav i (y,y). Dette betyr at y* gir et maksimum i variasjonspro-
blemet.

15.7 Eksamen i ELE 3719 fra 10/06/2014, Oppgave 6
Vi betrakter variasjonsproblemet

V3
max / min / ((y’)2 +2yy +3y2) dt nar y(0)=0, y(v3)=1
0

1. Siden F = (y')? 4 2yy’ 4 3y?, sd blir Fy =2y +6yog F}f/ = 2y’ + 2y. Derfor blir
Euler-likningen

2y +6y—(2y +2y)' = =2y" +6y=0
T N : : _ V3t —V/3t
eller y" —3y = 0. Den er liner og homogen med lgsning y = CieV > + Cre .

Betingelsene y(0) = 0 og y(v/3) = 1 gir C; +C, = 0, eller C; = —C}, 0g C (> —
e 3) =1, eller
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1 e

Cl = =
eB—e3 -1

0og
e3+\/§t 763—\/@

* 83 <\/§t7
€ 6
ed—1

= e
N

_\/5,) _

2. Funksjonen F(t,y,y') = (y/)? +2yy’ +3y* er konveks i (y,)’) siden

- (82)

med detH(F) =8 > 0 og trH(F) = 8 > 0. Derfor er y* et globalt minimum.
3. Minimumsverdien finner vi ved & sette inn y og ' i integralet nar y = y*. Vi setter
K = C) og ¢ = /3 for & forenkle utregningen. Da er

y=K(" —e ), ¥y =cK(e"+e )
og integralets verdi blir
a6 = [ (002 2+ 3 ds
= /(;C KT 424672 £ 2eKP (X — e 72 43K (2! — 2+ e 2 dt

1 c
= (2¢°K? — 6K?)c+ (¢*K* +2cK* + 3K?) {262“}
¢ 0

1 ¢
+ (CZKZ — 2CK2 + 3K2> |:2€2Lt:|

—C

0
_g (6+2ﬁ)(e6*1)+(6*2\@)(1*6*6)
B 2V/3 2V3
e (6+2\ﬁ)(66—1)+(6—2ﬁ)(1—e*6)
o (ef—1)2 2V3 2V3

~2.74
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Eksamensoppgaver fra 27/11/2013 - Lgsninger
Eksamensoppgaver fra 10/06/2014 - Lgsninger
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