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1 En kontinuerlig stokastisk variabel

Vi introduserer en kontinuerlige stokastiske variabel ved & se pd sammenhengen mellom det
diskrete og det kontinuerlige tilfellet.

1.1 Tetthetsfunksjon og kummulativ fordelingsfunksjon

En stokastisk variabel X er en slags «maling» knyttet til et «forsgk». For hver gang forspket
gjennomfgres males «resultatet» — utfallet — av forsgket og X far en verdi. Vi er interessert i
sannsynligheten for ulike verdier av X (altsa for vi vet resultatet av forsgket). Vi kan ha diskrete og
kontinuerlige variabler.

Eksempel 1.1. (Diskret variabel)
* Forsgk: Vi kaster to terninger, en rgd og en bla.
* X = antall gyne til sammen.
* Mulig spgrsmél: Hva er sannsynligheten for at X = 6? Det skriver vi som P(X = 6).

Eksempel 1.2. (Kontinuerlig variabel)
* Forsgk: Vi trekker en laks opp av en meer.
* X = vekten av laksen (i kg).
* Mulig spgrsmél: Hva er sannsynligheten for at vekten ligger mellom 2,9 kg og 3,15 kg — dvs
2,9 < X < 3,15. Denne sannsynligheten skriver vi som P(2.9 <X < 3.15).

Definisjon 1.3. For en kontinuerlige stokastiske variabel X er sannsynlighetstettheten en funksjon i
en variabel f (x) slik at for alle tall a < b gjelder

b
Pla<X < b):f f(x)dx

Dette tallet gir altsé sannsynligheten for at i et forspk havner X mellom a og b.

Merk at f (x) ikke angir sannsynligheten for at X = x, for den er nemlig 0! For en diskret stokastisk
variabel vil punktsannsynligheter typisk vare positive. I Eksempel 1.1 er P(X =6) = %.
Kontinuelige stokastiske variabler er gjerne brukt i modeller som tilnerminger til et virkelig
fenomen. Nér vi maler ting i virkeligheten vil vi typisk méatte dele resultatene inn i intervaller og
dermed fa en diskret, empirisk modell. Hvis intervallene gjores smalere fér vi fremdeles en diskret
modell, men den vil ligne mer pa en kontinuerlig fordeling. Vi kan fremstille dette geometrisk. Anta
slaktevekten pa laksen er normalfordelt (en teoretisk antagelse) med forventning u = 3,2kg og
standardavvik o = 0,1 kg (to tall som kan estimeres ved hjelp av mange veiinger og statistikk). For
a lette notasjonen setter vi exp(x) = e*. Da er tetthetsfunksjonen gitt som

0= (P e (5] e

I figur 1 ser du grafen til f(x) og to diskrete tilnaerminger, den andre med smalere sgyler.
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Figur 1: Grafen til f(x) og to diskrete tilneerminger
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Vi kan tenke oss at sgylene er fremkommet empirisk. Vi har malt mange laks pa slaktetidspunktet
og sgylene representerer hvor mange laks som har vekten i det gjeldende intervallet. E eks.
representerer sgylen lengst til hgyre i det fgrste diagrammet andelen av laks som veier mellom
3,05kg og 3,15 kg. Men sgylene er ikke et histogram over sannsynligheter! E eks. er den siste
sgylen omtrent 2,5 hgy. Men hvis vi tar arealet av spylen far vi den empiriske sannsynligheten for at
vekten av en laks ligger mellom 3,05 kg og 3,15 kg. Siden bredden er 0,1 er

P(3,05 <X <3,15)~ 2,5-0,1 = 25%. Nar vi gjor spylene smalere (og altsd deler laksevekten inn i
mindre intervaller) far vi en bedre tilnaerming til arealet under grafen, dvs til integralet. Vi kunne
selvfplgelig bare jobbet med diskrete fordelinger, fordi alle kontinuerlige kan tilnaermes pa denne
maten med diskrete fordelinger. Men de kontinuerlige fordelingene har serlig den fordelen at de er
enklere & behandle teoretisk. E eks: I stedet for (lange) summer far vi integraler.

Definisjon 1.4. Den kummulative fordelingsfunksjonen F(x) i det kontinuerlige tilfellet er definert
som et integral med en variabel som @vre grense. Vi setter

F(a)ZJ ) f(x)dx

=00
Dette betyr at F(a) = P(X < a). Sa skifter vi variabel fra a til x og far F(x).

Den kummulative fordelingsfunksjonen vil alltid veere en voksende funksjon som synker mot O nar
X — —00 og som vokser mot 1 nar x — o0o. Her er grafen til den kummulative (F, bld) tegnet i
samme koordinatsystem som tetthetsfunksjonen (f, grenn) vi hadde i Figur 1.
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Figur 2: Tetthetsfunksjonen f(x) og den kummulative fordelingsfunksjonen F(x)

Fra grafen leser vi F(3,15) ~ 0,31 og F(3,05) ~ 0,07. Det betyr altsa at P(X < 3,15) ~ 0,31, dvs
31% sjanse for at slaktevekten er under 3,15 kg. Tilsvarende betyr F(3,05) = P(X < 3,05) ~ 0,07 at
det er 7% sjanse for at slaktevekten er under 3,05 kg. Det betyr videre at sannsynligheten for at
vekten er mellom 3,05 og 3,15 er F(3,15) — F(3,05) ~ 0,31 — 0,07 = 24% som er bare litt under
vart grove estimat i Figur 1. Merk ogsd at F(3,2) = 0,5. Det er altsa like sannsynlig at en laks veier
mindre enn 3,2kg som mere enn 3,2 kg.

Vi bruker ofte symbolet pa den stokastiske variabelen (f. eks. «X» eller «Y») til & markere hvilken
stokastisk variabel tetthetsfunksjonen og den kummulative fordelingsfunksjonen hgrer til ved f. eks.
a skrive fy(x) og Fy(t) ol.

Eksempel 1.5. Anta X er en stokastisk variabel med tetthetsfunksjon som er konstant i et interval
[c,d], dvs
L forxelc,d]

fx(x) = {d_c

0 ellers
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For a € [c, d] har vi

a a 1 1
fx(x)dx = J dx = [x]¢
f oo . d—c d—c ¢
a—c
d—c
Da er den kummulative fordelingsfunksjonen

0 forx <c
X

Fx(x)=1{ 3= forxe[c,d]

1 forx > d

I Eksempel 1.5 er ikke tetthetsfunksjonen kontinuerlig (grafen er ikke sammenhengende), men den
kummulative fordelingsfunksjonen er alltid kontinuerlig (sammenhengende graf).

Eksempel 1.6. Det finnes ikke noe enkelt, gjenkjennbart algebraisk uttrykk for den kummulative
fordelingsfunskjonen til en normalfordelt stokastisk variabel. Det vil si at det ikke gar an & finne et
enkelt, gjenkjennbart algebraisk uttrykk i a for integralet ff oo fx(x) dx der tetthetsfunksjonen
fx(x) ersomi (1.3.1). Men selv om vi ikke kan finne noe uttrykk, finnes selvsagt integralet
(arealene finnes jo), men man méa bruke grenser av summer av arealet til smale rektangler under
grafen, dvs Riemannintegralet. Dette er litt upraktisk! Heldigvis kan kalkulatorer og programmer
hjelpe oss.

1.2 Forventning

Definisjon 1.7. Anta X er en kontinuerlig stokastisk variabel. Forventningen til X er
o
EX) = [ x- fx(x)dx.

Eksempel 1.8. Anta X er en stokastisk variabel med tetthetsfunksjon som i Eksempel 1.5. Da er

%) d 1 1 d
E(X):J x-fX(x)dxzj X - dx = f x dx
d—c d—c |,

N S B O R S TSNS SUNN SR
“d—c [2’“ l_z(d—c) [4 C]_Z(d—c) (d=c)d+c)
_d+c

2

som er midtpunktet til intervallet [c, d].

1.3 Forventningen til en avledet stokastisk variabel

Anta at vi har en funksjon h(x) og en stokastisk variabel X. Da far vi en ny stokastisk variabel

Y = h(X). Aktuelle eksempler er h(x) = x2, h(x) = (x — a)? for et fast tall a, h(x) = 3x + 8, osv.
Selv om vi har tetthetsfunksjonen til X er det vanligvis vanskelig & finne tetthetsfunksjonen til Y.
Men det er bare ngdvendig a kjenne tetthetsfunksjonen til X for a finne forventningen E(Y) og det
er litt forunderlig.

Resultat 1.9. Anta h(x) er en kontinuerlig funksjon i én variabel og sett Y = h(X) for en kontinuerlig
stokastisk variabel X med tetthetsfunksjon f (x). Da er Y selv en stokastisk variabel med

E(Y) = [°2 h(x)f (x) dx.

Forventningen til X er et uttrykk for hvor «gjennomsnittet» av fordelingen er. Felgende resultat er
derfor ikke sa overraskende.

Resultat 1.10. Anta X er en kontinuerlig stokastisk variabel og c og d er konstante tall. Da har den
stokastisk variabelen Y = cX + d forventning E(Y) =c-E(X) + d.

4
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Bevis. Fra Resultat 1.9 med Y = h(X) for h(x) = cx + d far vi

(e)

E(Y)= f (cx+d): fx(x)dx = f cx - fx(x)+d- fy(x)dx

—0Q —0Q

=J cx-fX(x)dx+f d - fx(x)dx

—0Q —0Q

=c-E(X)+d

1.4 Varians og standardavvik

Definisjon 1.11. Hvis a = E(X) er variansen til X definert som Var(X)=E ((X - a)z).
Variansen til X er et uttrykk for hvor mye verdiene til X variérer fra forventningsverdien.

Resultat 1.12. Hvis X er en stokastisk variabel gjelder:
a) Variansen kan ikke vare negativ: Var(X) = 0
b) Hvis a = E(X) er Var(X) = E(X?) — d°.

Bevis. Vi ser bare pa det kontinuerlige tilfellet.
a) Ved Resultat 1.9 har vi at Var(X) =E [(X — a)2:| = f_o:o (x —a)? - fx(x) dx. Her er begge
faktorene (x —a)? og fx (x) storre eller lik 0. Altsa er ogsé produktet (x —a)?- fx (x) storre eller

lik 0. Dermed er integralet lik arealet under grafen (og over x-aksen) som alltid er stgrre eller
lik 0.

b) Vi regner litt: (X —a)? = X? —2aX + a?. S& bruker vi Resultat 1.9 og far
Var(X) = E(X? —2aX + a®) = E(X?) — 2a - E(X) + a® = E(X?) — 2a® + a®
= E(X?)—d?
0
Definisjon 1.13. Standardavviket o(X) til en stokastisk variabel X er definert som kvadratroten av
variansen: o(X) = v/Var(X).

Ved Resultat 1.12 vet vi at Var(X) = 0 og altsé er standardavviket alltid definert. En fordel med
standardavviket er at det har samme benevning som X, slik som forventningen E(X) ogsa har.

Eksempel 1.14. Vi bruker Resultat 1.12 og Resultat 1.9 til & regne pa variansen i Eksempel 1.5.

Forst:
oo d 1 1 d
E(X2)=J xz-fX(x)dxzj x?- dx = J x2 dx

—00 c d—c d—c
1 1, d 1 . 1 ] 2
d—c [3x ]c S(d—C) |: C:I S(d—c) ( C)( c C)
_LHed+c
B 3

Ved resultat 1.12 far vi

Var(X) =

d? +cd + c? _(d+c)2 _d*—2dc+c?  (d—c)?
3 2 ) 12 12
Vi ser at variansen gker med kvadratet til avstanden mellom endepunktene pa intervallet. Jo

kortere intervallet er dessto mindre er variansen fra midtpunktet. Vi ser ogsa at det ikke spiller
noen rolle for variansen hvor intervallet ligger pa tallinjen, bare hvor langt det er. Dette er ikke sa

rart siden forventningsverdien er trukket fra i definisjon til variansen: Var(X) = E [(X —E(X ))2].

Dette er altsa forventningsverdien til kvadratet til en ny stokastisk variabel X — E(X) som selv har 0
som forventningsverdi: E[X —E(X)] = E(X) — E(X) = 0 (her bruker vi resultat 1.10).
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Delvis integrasjon er 4 bruke produktregelen baklengs. Produktregelen sier at (uv) = u'v +uv’.
Dette kan vi skrive om som uv’ = (uv)’ —u’v som nar vi tar anti-deriverte gir f uw’ =uv— f u'v.

Oppgave 1.15 (Eksponentialfordeling). Vi har en kontinuerlig stokastisk variabel Y med

tetthetsfunksjon

0.02¢7992t fort >0
0 ellers

fr(t)= {

a) Bestem den kummulative fordelingsfunksjonen F(t) til Y.

b) Sjekk at den totale sannsynligheten ff:o fy(t)dt = fooo 0.02e7902tqt =1,

c) Beregn forventningen E(Y) (Hint: Bruk delvis integrasjon!).

d) Beregn variansen Var(Y) (Hint: Bruk delvis integrasjon og utregningen i (c)!).

1.5 Medianen

Det finnes andre mal enn forventningsverdien for & angi «midten» til en populasjon. Medianen er et
slikt mal.

Definisjon 1.16. Medianen for en kontinuerlig stokastiske variabel X er det tallet a slik at

P(X <a)=0,5.

Hvis X har tetthetsfunksjon f(x) er altsd medianen tallet a slik at ffoo f(x)dx =0,5.

Eksempel 1.17. Vi har en kontinuerlig stokastisk variabel Y med tetthetsfunksjon

1 .t
——¢ 300
fr()= { o

fort=0

ellers

. . _t . .
Da er medianen tallet a slik at f (;1 ﬁe 30 dt = 0,5. Vi regner fgrst det ubestemte integralet:

t t . o . o .
f ﬁe‘m dt = —e 30 + C (sjekk ved a derivere svaret — da ma du bruke kjerneregelen med
u= —ﬁ). Altsé er a bestemt av likningen

[—6_3_50 ]Z =0,5 dvs —e 30 — [—e_%] =0,5 dvs 1-— Q}W =0,5

—
a

dvs 0,5=— dvs e300 =2

e 300

Setter sa venstre- og hgyresiden inn i In(x) og far 555 = In(2), dvs a = 300 - In(2) ~ 207,94 som er
medianen.

Vi kan sammenligne dette tallet med forventningen. For & finne den regner vi forst pa det ubestemte
integralet ved & bruke delvis integrasjon med u(t) = t, v/(t) = ﬁe‘ﬁ og v(t) = —e™ %0, Vi fir

t t t t ¢ t
——e 30dt =—te 300 — | —e 300dt =—te 300 —300e 30 + C
300

Det gir
oo
t t t t 00
E(Y)= | ——e mdt=|—te 50 —300e 7 |
o 300 0

= lim (—te—ﬁ — 300e—r50) - (—o e — 3006—3—&))

¢ 00
Vi har tlirgo —300e™ 30 = lim —— = 0 og ved I'Hépitals regel er ogsa

t—00 e300
. .t . —t . — . —300 o
lim —te™30 = lim = lim ] = lim ——=0s4
t— 00 t— 00 e 300 t— 00 mem t— 00 e300

E(Y) = 300

Vi har altsd at «gjennomsnittet» E(Y) er klart storre enn medianen («midtpunktet»).

6
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En forskjell pa forventning og median er at medianen er mindre pavirket av hva som skjer i «halen»
av fordelingen enn det forventningen er. Medianen er derfor mer robust mot pavirkning fra
«uteliggere» (Eks: At sjefen tjener mye mer enn de andre i bedriften trekker lgnnsgjennomsnittet
opp, men ikke medianen). Medianen har dessuten den fordelen at den alltid finnes, i motsetning til
forventningen.

Eksempel 1.18. Vi har en kontinuerlig stokastisk variabel X med tetthetsfunksjon

é forx =1
0 ellers

fX(X)Z{

Da er medianen tallet a slik at fla x1—2 dx =0,5. Vi har fla é dx = [—%](11 =1-— % Likningen for
medianen er altsd 1 — % = 0,5 som gir a = 2. Men forventingen E(X) eksisterer ikke! Vi forsgker

E(X) :f Zdx =f Lix= [In(x)]:° = lim_In(x)—In(1)
1 X 1 X x—oeo
= Jim In(x)

Men denne grensen finnes ikke fordi In(x) kan bli vilkarlig stor: E eks. er In(eM) = N som vi kan ta
sé stor vi matte gnske. Altsd finnes ikke E(X).

Oppgave 1.19. Vi har en stokastisk variabel X med tetthetsfunksjon

J% forx =1

fx(x)= {

0 ellers

a) Vis at den totale sannsynligheten er 1.
b) Beregn forventningen E(X).
c) Beregn variansen og standardavviket til X.

1.6 Prosentiler

Definisjon 1.20. Hvis X er en stokastisk variabel og P(X < a) = p% sier vi at a er den p-te
prosentilen til X.

Sa hvis p = 25 er a grensen slik at sannsynligheten for at X er mindre eller lik a er 25%. Da kalles a
ofte for fgrste kvartil til X. Median er den 50-ende prosentilen (og andre kvartil). Tredje kvartil er
den 75-te prosentilen. p% VaR (Value at Risk') er den p-te prosentilen, typisk til en
normalfordeling.

Eksempel 1.21. Regningen i Eksempel 1.17 ga at den kummulative fordelingsfunksjonen var

1
Fy(t)=1——

€300

Forste kvartil er derfor gitt av likningen 1 — —— = 0,25 som har lgsningen

e 300

t=300- ln(o’%) = —300-1n(0,75) ~ 86,30. Mer generelt er p-te prosentil lgsningen pa likningen
1— = p% som er t =—300 - In(1 — p%). Her er en liten tabell.

2300

p (i prosent) 5 25 50 75 95
Prosentil (a) | 15,39 86,30 207,94 415,89 898,72

lhttps://en.wikipedia.org/wiki/Value_at_risk
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1.7 Flere oppgaver

Oppgave 1.22. Vi har en stokastisk variabel X med tetthetsfunksjon

1
= for2<x<12
_ )10
fx(x) {0 ellers

a) Beregn (i) P(4<X <7) (i) P(X=5) (iii) P(X=9)
b) Beregn forventningen E(X).

c) Beregn medianen, fgrste kvartil og 5-te prosentil til X.
d) Beregn variansen Var(X) og standardavviket o(X).
Vi innfgrer en ny stokastisk variabel ¥ = eX.

e) Beregn forventingen E(Y).

f) Beregn variansen Var(Y) og standardavviket o (Y).

Oppgave 1.23. Vi har en stokastisk variabel X med tetthetsfunksjon

1

= for 1< x < e (Eulers tall)
fx(x)=47%

0 ellers

a) Beregn (i) P(X < e) (ii)) P(X = 2) (iii)) P(V/e<X <2)
b) Bestem den kummulative fordelingsfunksjonen F(x) til X.
¢) Beregn forventningen E(X).

d) Beregn medianen, tredje kvartil og 5-te prosentil til X.

e) Beregn variansen Var(X) og standardavviket o(X).

Oppgave 1.24. Vi har en stokastisk variabel X med kummulative fordelingsfunksjon gitt som

0 forx <0
Fxy(x)=<{x—xIn(x) for0<x<1
1 forx>1

a) Begrunn hvorfor tetthetsfunksjonen til X er

—In(x) for0<x<1

0 ellers

fx(x) ={

b) Beregn forventningen E(X).
¢) Beregn variansen og standardavviket til X.

2 Dobbeltintegraler

Anta at vi har en funksjon i to variabler f (x, y) som er stgrre eller lik O for alle x og y. Da er
grafen en flate i rommet (rommet har koordinater x, y og z) over x y-planet. Vi begrenser omréadet
for x og for y til et rektangel i x y-planet. Vi kan f. eks. si at x skal variere mellom 2 og 5, dvs
2<x<5,0gatl<y<6.Daergrafentil f(x, y) et slags «solseil» rett over rektangelet.
Dobbeltintegralet til f(x, y) over rektangelet beregner volumet til «<huset» med grafen som tak og
rektangelet som «gulv» og med vertikale «vegger». Vi skriver

y=6 px=5
f f f(x,y)dxdy
y=1 Jx=2

for dette volumet. Regnemessig betyr dette at vi forst skal ta det innerste integralet
=5 . o o S
f;(:z f(x, y)dx hvor vi tenker pa y som et fast, ubestemt tall. Da ma vi finne en antiderivert «med

8
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hensyn pa x», dvs en funksjon G(x, y) slik at den partiellderiverte med hensyn pa x gir f(x, y),

dvs G(x, y),. = f(x, y). NB: W er en annen skrivemate for G(x, y)’. Da har vi

x=5
f fle,y)dx=[G(x, )], =G(5,y)—G(2,y)
x=2

Svaret G(5, y)— G(2, y) er selv en funksjon av y og den integrer vi nd med hensyn pa y:
yy:f G(5, y)—G(2, y) dy. Svaret pa dette integralet gir et tall for volumet under grafen til
f(x, y) begrenset innenfor rektangelet gitt avat2<x <50g 1 <y <6.

Eksempel 2.1. Anta f(x, y) =4xy + 3y + 1. Vi beregner volumet under grafen til f(x, y)
begrensetavat2< x <50g1<y<6.Viserat f(x,y)=4xy+3y+1=20nar2<x <5 og
1 < y < 6 (faktisk for alle positive x og positive y). Da gir dobbeltintegralet

;:16 f;:; f(x,y)dxdy volumet. Vi beregner fgrst det ubestemte integralet
ff(x ,¥)dx =2x2y +3xy + x + C og velger den antideriverte G(x, y) = 2x2y + 3xy + x. Da er

x=5
f f(x,y)dx=[2x2y+3xy+x]izz=2-52_y+3-5_y+5—[2~22y+3-2y+2]
x=2
=50y +15y +5—[8y +6y +2] =51y +3

Sa integerer vi dette uttrykket med hensyn pa y og setter inn grensene:

y=6 =6
51 y 51 51
51y+3dy:|:—y2+3y:| =—62+3-6—[—12+3-1]=
y=1 2 y=1 2 2

1815
= - =907,5

Hvordan skal vi tolke f ;:25 f(x, y)dx? For hver verdi av y fér vi et vanlig enkelt-integral som gir
arealet under grafen til kurven vi far fra f (x, y) nar y holdes fast og x varierer. E eks. kan vi sette
y =11 Eksempel 2.1. Da far vi funksjonen f (x, 1) = 4x + 4 som har 2x2 + 4x som en antiderivert
og derfor

x=5
J flx,1)dx=2-52+4-5—-[2-2244-2]=70—16 =54
x=2

Hvis vi setter y =1 inn i 51y + 3 far vi ogsa 54.

For y = 3 far vi funksjonen f(x, 3) = 12x + 10 som har 6x2 + 10x som en antiderivert og derfor
x=5
J f(x,3)dx=6-524+10-5—[6-2%+10-2]=200—44 = 156
x=2

Hvis vi setter y =3 inni 51y + 3 far vi ogsa 156.

Eksempel 2.2. Vi kan se pa dette geometrisk i et annet eksempel. Her er avgrensningen i x y-planet
et kvadrat gitt ved at —3 < x < 3 og —3 < y < 3. I figuren er den rgde aksen x-aksen, den grgnne
y-aksen og den blé z-aksen. Grafen til f(x, x) er den grenne bglgende flaten. Det mgrke brune
feltet er arealet under grafen til f(x, —1,5) (venstre figur) og arealet under grafen til f(x, —0,7)
(hgyre figur). Der den brune veggen mgter det grgnne taket ser du grafen til f(x, —1,5) og grafen
til f(x, —0,7). De er markert som sorte kurver (merk at f (x, —0,7) forsvinner ned i en dyp grop i
grafen til f (x, y)). For a finne volumet ma vi «summére opp» alle arealene for y fra —3 til 3, dvs
integrere arealfunksjonen (som er en funksjon i y, slik som 51y + 3 er det i Eksempel 2.1).
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Figur 3: Arealet under f(x, —1,5) og f(x, —0,7)

Hvis du vil undersgke denne figuren naermere, se: https://www.geogebra.org/m/kAeYX9Ar.
Huk av boksen «cross sections, y fixed» og boksen til venstre for y,. Beveg glideren. Du kan ogsa
dra i grafen.

Alternativt kan vi begynne med & integrere f (x, y) med hensyn pa y fgrst. Da far vi en funksjon av
x, arealfunksjonen vi fir ved & holde x fast og variere y. Hvis vi vil gjore det i denne rekkefglgen

skriver vi
x=5 py=6
J J f(x,y)dydx
x=2 Jy=1

Svaret etter to integreringer blir det samme.

Oppgave 2.3. Anta f(x,y)=4xy +3y + 1 som i Eksempel 2.1.
a) Beregn f;':ff(x , ¥)dy som en funksjon av x.
b) Bruk dette til & beregne dobbeltintegralet

x=5 pry=6

f J flx,y)dydx
x=2 Jy=1
i denne rekléefff)lgen.
y=

c) Beregn fy 1 f(3,y) dy og sammenlign med det du far ved & sette x = 3 inn i uttrykket fra (a).

3 To kontinuerlige simultant fordelte stokastiske variabler

3.1 Introduksjon

To simultant fordelte stokastiske variabler betyr at vi har ett forsgk og to stokastiske variabler for
forspket.

Eksempel 3.1. (Diskrete variabler)
* Forsgk: Vi kaster to terninger, en rgd og en bla.
* X = antall gyne til sammen. Y = 1 hvis det er to like, Y = 0 ellers.
* Mulig spgrsmal: Hva er sannsynligheten for at X = 6 og Y = 0? Det skriver vi som
P(X=6,Y =0).

Eksempel 3.2. (Kontinuerlige variabeler)
* Forsgk: Vi trekker en laks opp av en meer.
* X = vekten av laksen i kilo, Y = omkretsen av laksen (foran ryggfinnen) i centimeter.
* Mulig spgrsmal: Hva er sannsynligheten for at vekten ligger mellom 2,9 kg og 3,1kg og at
omkretsen ligger mellom 40 cm og 45 cm? — dvs 2,9 < X < 3,1 0og 40 < Y < 45. Denne
sannsynligheten skriver vi som P(2,9 <X <3,1,40 <Y < 45).

10
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3.2 Simultan sannsynlighetstetthet

Definisjon 3.3. For to simultant fordelte kontinuerlige stokastiske variabler X og Y er den simultane
sannsynlighetstettheten en funksjon i to variabler f (x, y) slik at for alle tall a < b og ¢ < d gjelder

y=d prx=b
P(a<X<b,c<Y<d)=J J f(x,y)dxdy
y=c x=a

Dette tallet gir altsa sannsynligheten for at i et forsgk havner X mellom a og b og Y mellom c og d.
Veldig ofte (i modeller) far man oppgitt tetthetsfunksjonen. Da kan man regne pa sannsynligheter.

Eksempel 3.4. Anta X og Y er to simultant fordelte stokastiske variabler med simultan
sannsynlighetstetthet

arxy? for2<x<50g1<y<3

0 ellers

f(x,y)={

Beregn sannsynligheten for at i ett forsgk vil

a) 2<X<30g1<Y<2

b) 2<X<3o0gY =2

¢) 2 <X < 3 ogingen begrensninger pd Y
Lgsning:

a) Herera=2,b=3,c=1o0gd = 2. Det gir

y=2 prx=3 1 1 y=2 x=3
P(2<X<3,1<Y<2)=f f —xy?dxdy = — (f xyzdx)dy
y=1 x=2 o1 X
y=2

91 y=1 -
=3 y=2
1 f" ) ) 1 1 3
= xdx |y“dy = — (—[Xz] _)yzd)’
91 ), ( s o1 ), \2"" =2
=2 y=2
1 (7 (1 2 52 ) 2 S 2
== ~[3*—2*])y?dy=— y*dy
91 ),_; \2 182 J
51 ,P™2 5 1p., .41 35
SV RPN S
18213 y=1 182 3 546
b) Vi starter pd samme mate som i (a), det innerste integralet er likt:
y=2 px=3 1 5 y=2
P(2<X<3,Y=2)=J J 9—1xy2dxdy=ﬁ y2dy
y=2 Jx=2 y=2
51,72 5 1r, .47 5 1
:_[_y] =—. -[2°-2)]=—-2.0=0
18213 y=2 182 3 182 3

og 0 blir det altsd hver gang vi krever at en av de kontinuerlige stokastiske variablene skal vere
lik en bestemt verdi.

11
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c) Her er det ingen begrensning pa hva slags verdier Y kan ha og derfor far vi

y=00 x=3

P(2<X<3,—00<Y<oo):f f(x,y)dxdy

y=—00 J x=2

som betyr den doble grenseverdien

y=d px=3
= lim dlggo U fx,y)dx dy)
y=c x=2

men her erjo f(x, y)lik 0 for y < 1 eller y > 3 si derfor er dette

y=3 ,x=3 1
= J J —xy?dxdy
y=1 Jx=2 91

og fra utregningen i (a) far vi

=3 =
5 (7 51 473
~ 182 yidy = 182[53'3}
y:] y=1
5 1 5 1 65 5
=2 o[ -1%]= .- .26=— = ~2381%
182 3 182 3 273 21

Definisjon 3.5. En funksjon i to variabler f(x, y) er en simultan tetthetsfunksjon hvis
1) f(x,y)= 0 for alle verdier x og y
2) den totale sannsynligheten er 1:

y=o00 xX=00
J J flx,y)dxdy =1

Oppgave 3.6. Anta a og b er to positive tall® og la f(x, y) vere funksjonen som er konstant lik ¢
innenfor rektanglet [0, a] x [0, b] og lik O ellers, dvs

c forOSx<aog0<y<bd
flx,y)=
0 ellers
a) Bestem konstanten c slik at f(x, y) blir en simultan sannsynlighetstetthet til to simultant
fordelte stokastiske variabler X og Y.
b) Beregn () P(X < %,Y <2) (i) P(¢<Xx<%)
Oppgave 3.7. Vi har funksjonen

—0,2x—0,5y

ce forx=00gy =0

S, y)= {O ellers

for et ubestemt fast tall c.

a) Bestem c slik at f(x, y) blir en simultan sannsynlighetstetthet til to simultant fordelte
stokastiske variabler X og Y.

b) Beregn (i) P(X <1,Y<1) ()P(A<Y<2)

3.3 Kummulativ fordelingsfunksjon

Som for diskrete simultant fordelte stokastiske variabeler er det ogsa en kummulativ
fordelingsfunksjon F(x, y) i det kontinuerlige tilfellet. Den er definert som et dobbeltintegral med
variablene som gvre grenser. Vi setter

y=b x=a
F(a,b)ZJ f f(x,y)dxdy

*Hvis du syns det blir mange parametre & holde orden pé kan du fgrst anta a = 5 og b = 7 og ndr du har fatt til det
gjore oppgaven pa nytt med a og b.

12
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Dette betyr at F(a, b) = P(X < a, Y < b). Sa skifter vi variabler og far F(x, y).
Eksempel 3.8. I Eksempel 3.4 far vi

y=b x=a
F(a,b)ZP(X<a,Y<b)=f J f(x,y)dxdy
=—0Q =—0Q
y=b prx=a
= dm U flx,y)dx dy)
y=c x=d

=b = .
;':1 f;zzag,l—lxyzdxdy hvis2<a<50g1<b<3
y=b rx=5 .
=1 fx:Z gilxy2 dxdy hvisa>50g1<b<3
= =3 rx= .
\ ;':1 f;zzagilxyzdxdy hvis2<a<5o0gb>3
0 hvisa <2eller b <1
1 hvisa>5o0gb >3
(z(a®?—4)(b3—1) hvis2<a<50g1<b<3
7 (b%—1) hvisa>50g1<b<3
={%(a2—4) hvis2<a<5o0gb>3
0 hvisa <2eller b < 1
1 hvisa>5o0g b >3

Oppgave 3.9. Sjekk denne utregningen ngye! Veer sikker pa at du forstar hvorfor de forskjellige
tilfellene oppstér! (Hint: Tegn en figur av rektangelet hvor f (x, y) er forskjellig fra 0.)

Nar vi skifter variabler gir dette den kummulative fordelingsfunksjonen

1;};—6(3(2—4)(}/3—1) hvis2<x<50g1<y<3

2%()’3—1) hvisx >50g1<y <3
F(x,y)=1 5(x*—4) hvis2<x<50gy>3

0 hvis x <2 ellery <1

\ 1 hvisx >50gy >3

Huvis vi partiellderiverer F(x, y) to ganger, en gang med hensyn pd x og en gang med hensyn péa y,
far vi

(orxy? hvis2<x<50g1<y<3
0 hvisx >50g 1<y <3
%F(x,y) i
W:{O hvis2<x<50gy>3
0 hvis x <2ellery <1
K hvisx >50gy >3
=f(x,¥)
2
Fra analysens fundamentalteorem far vi at det alltid er sann: %’5}’,3’) = f(x, y). NB: Det er mange

funksjoner som vil ha den samme funksjonen f(x, y) som sin dobbelt partiellderiverte. E eks. gir

—x2 o 9%G(x,
G(x,y)= S%(XZ —4)(y2—1)+30e™ +7y*+1 ogsa a)ggyy) = 9L1Xy2'

Oppgave 3.10. Bruk den kummulative fordelingsfunksjonen til & uttrykke svarene i Eksempel 3.4
(a) og (c), og til & uttrykke P(3<X <4,2<Y <4.

Oppgave 3.11. Vi har to simultant fordelte stokastiske variabler X og Y med kummulativ
fordelingsfunksjon

(1—e®%)(1—e*%) forx=>00gy=>0

0 ellers

F(x,y)={

13
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a) Beregn (i) P(X <1,Y <2) (i) P(1<X<3,1<Y<2) (iii) P(Y <£2)
b) Beregn den simultane sannsynlighetstettheten f (x, y).

4 Marginalene

At vi har to kontinuerlige simultant fordelte stokastiske variabler X og Y betyr spesielt at X og Y
hver for seg er kontinuerlige stokastiske variabler. Da har de hver sin sannsynlighetstetthet fyx(x)
og fy(y). Disse kan vi finne fra den simultane sannsynlighetstettheten f (x, y) pa folgende méte.

X=00

y=00
fX(X):f flx,y)dy  og fy(y)=J fx, y)dx

y=—00 =—0Q

Dette ligner pa det diskrete tilfellet hvor vi summerer over all y-verdier (henholdsvis x-verdier) for
a finne fy(x) (henholdsvis fy (y)). Vi kaller fx(x) og fy(y) for de marginale tetthetsfunksjonene til

flx, y).
Eksempel 4.1. Beregn de marginale tetthetsfunksjonene i Eksempel 3.4.
Lgsning:

y=0Q
fx(x) =f flx,y)dy

y=—00

som betyr den doble grenseverdien

y=d
= Jim lim Uy:c flx,y) dy)

men her erjo f(x, y)lik 0 for y < 1 og for y > 3 sa derfor er dette

y=3 y=3 =3
1, 1 ) 1 [1 g]y
= —xy*dy = —x dy==x|=
J o1 VT o1 Lzl i 37 |,

2
=9—1-§x[33—13]:ix for 2 < x <5 og fx(x) =0 ellers.
X=00
fy(}’)=f flx,y)dx
xX=—00
xX=5 xX=5 —
1 1 1 1,7
=J —xyzdxz—yzf xdxz—yz[—xz}
ey 91 01° | _, 9017 [27 |m

1 1 3
=01 5y2[52—22] = %yz for1 <y <3ogfy(y)=0ellers.

5 Forventning, varians og kovarians

5.1 Introduksjon

Huvis vi har en funksjon av to variabler h(x, y) far vi en ny stokastisk variabel Z = h(X, Y). Her er
det mange muligheter! — og dette er en viktig grunn til at stokastiske variabler er s nyttige.
Problemet er at det generelt er veldig vanskelig a finne tetthetsfunksjonen til Z (og vi skal ikke
gjore det). Men forventningsverdien til den nye stokastiske variabelen kan vi regne mye enklere
med dette resultatet:

Resultat 5.1. Anta h(x, y) er en kontinuerlig funksjon i to variabler og sett Z = h(X ,Y) for
simultant fordelte kontinuerlige stokastiske variabler X og Y med simultan tetthetsfunksjon f(x, y).
Da er Z selv en stokastisk variabel med forventningsverdi

y=00 ,rXx=00

E(Z) =E(h(X,Y))= h(x,y)-f(x,y)dxdy

y=—00 =—0Q

14
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Eksempel 5.2. Vi har funksjonen h(x, y) = xy som gir

y=00 xX=00
E(XY)=J f xy-f(x,y)dxdy

Eksempel 5.3. I Eksempel 3.4 far vi

xX=00 x=5

2 2 1 x=5 2 26
E(X) = . dx = —x2dx==— =[x =—.2[53_23]=2
®) Jx:_oofo(x)x Lzzl’“ =210 [5°-2]= 2

y=00 y:S

3 3 1 =3 3 30
E(Y) = . dy = Zyldy=—=.Z[y*P T == .23t 14 ==
(V) L= y-fr(y)dy L=1 ey dy = 4[y] [ ]

I
<

I
—_
=

|
N

—00
y=00 [ore) y=3 prx=5 1
og E(XY)ZJ J xy-f(x,y)dxdy = axzy3 dxdy
=00 J XxX=— =
1 (7

x=5 y—31 s
2 3 37X 3
= x“dx |y’dy = — —[ ]_ydy
o1 ), (Lzz ) o1, , 3t Hx=2
1 (7721 y=3 31 3 60
- - 53_23 3d _ Y Sd —_ .z 471 -V
o1 ), 31 ly*dy Jyzl yay=2zr'ha=3

Resultat 5.1 gir en alternativ méte & regne forventingsverdiene til X og til Y pa uten at vi trenger a
finne marginalene fgrst!

Resultat 5.4.

y=00 X=00 y=00 X=00
E(X)=J J x-f(x,y)dxdy og E(Y)=f f y-f(x,y)dxdy

Dette er spesialtilfeller av Resultat 5.1 som vi ganske lett kan argumentere for.

Bevis. For E(X) begynner vi med definisjonen av forventningsverdien av X og substituerer med
definisjonen av marginalen.

X=00 X=00 y=00
E(X)=J x-fx(X)dx=J X(J f(x,y)dy)dx
=—0Q =00 y:—OO

Fordi x er som en konstant ndr vi integrerer med hensyn pa y, er dette

rx:oo y=00
= f x-f(x,y)dydx

Jx=—c0 J y=—00
Sa bytter vi om pa rekkefplgen av de to integralene, det endrer ikke pé svaret.
[

= J ) x-f(x,y)dxdy

J y=—00 =—00

som var det vi ville vise. Men det fglger altsd ogsa av Resultat 5.1 med h(x,y) = x. Et tilsvarende

argument gir formelen for E(Y). O
y=00 (Xx=00

Oppgave 5.5. Lag et argumentet for at E(Y) = Y=o f — ooy flx,y)dxdy.

Oppgave 5.6. Anta a, b og c er faste tall. Vis at E(aX + bY +c)=a-E(X)+b-E(Y)+c
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5.2 Varians og kovarians

Definisjon 5.7. Anta X og Y er to simultant fordelte stokastiske variabler med forventninger

a =E(X) og b =E(Y). Da er kovariansen til X og Y gitt som forventningen til den stokastiske
variabelen h(X ,Y) = (X —a)(Y — b). Vi skriver Cov(X, Y) for dette tallet. Ved Resultat 5.1 vil det si
(for kontinuerlig variabler) at

y:OO oo
COV(X,Y)ZJ f (x—a)(y—b)-f(x,y)dxdy

Resultat 5.8. Hvis X og Y er to simultant fordelte stokastiske variabler gjelder
Cov(X,Y)=E(XY)—EX)-E(Y)
Bevis. Vi regner litt:

(x—a)(y—=>b)-f(x,y)=xy-f(x,y)—bx-f(x,y)—ay-f(x,y)+ab-f(x,y)

Ved & bruke Resultat 5.4 far vi

y=00 X=00
COV(X,Y)=J f xy-f(x,y)=bx-f(x,y)—ay-f(x,y)+ab-f(x,y)dxdy

oo

y=00 X=00 y=o00 X=00
:f xy-f(x,y)dxdy—bj f x-f(x,y)dxdy

oo =—0Q (o] — 00

y=00 X=00 y=00 xX=00
—af f y'f(x,y)dxdy+abf f f(x,y)dxdy
=—0Q0 =—00 =—0Q =—0Q

=EXY)—b-E(X)—a-E(Y)+ab-1
=EXY)—b-a—a-b+ab-1=EXY)—ab
=E(XY)—E(X)-E(Y)

Eksempel 5.9. I Eksempel 5.3 fant vi E(X) = %, E(Y)= % og E(XY) = 670. Det gir da
Cov(X,Y) = 670 — % . i’—g = 6—70 — 670 = 0. Dette er ikke tilfeldig, som vi snart skal se. Men
kovariansen er ikke alltid O.

Oppgave 5.10. Vi har to simultant fordelte stokastiske variabler X og Y med simultan
tetthetsfunksjon

{%x+%y2 for0<Sx<30g0<y<1

flx,y)=
0 ellers

a) Bestem de marginale tetthetsfunksjonene fx(x) og fy ().
b) Beregn forventningene E(X), E(Y) og E(XY).
c) Beregn variansene Var(X) og Var(Y).
d) Beregn kovariansen Cov(X, Y).

6 Uavhengige stokastiske variabler

Vi vil gjerne ha en presis definisjon av det litt vage fenomenet at utfallene til stokastiske variabeler
er uavhengige av hverandre.
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6.1 Definisjon

Definisjon 6.1. To simultant fordelte stokastiske variabler X og Y er uavhengige hvis produktet av
de marginale tetthetsfunksjonene gir den simultane tetthetsfunksjonen:

fx(x)- fr(y)=f(x, )

Eksempel 6.2. Fra Eksempel 4.1 har vi de marginale tetthetsfunksjonene til den simultane
tetthetsfunksjonen i Eksempel 3.4 gitt som

%x for2<x <5

5 %yz forl<y<3
0 ellers

fx(x)= { og fy(y)= {

0 ellers
Hvis vi multipliserer disse funksjonene sammen far vi

%x-%yz for2<x<50g1<y<3

0- = y? forx <2ellerx>50g1<y<3
fx(x)- fy(y) = 226
77X -0 for2<x<5o0g, y<lellery>3
0-0 ellers
_ %xy2 for2<x<50gl1<y<3
o ellers
=f(x,y)

Altsd er X og Y uavhengige stokastiske variabler.

Gitt marginalene, hvordan finne den simultane? — bare mulig hvis variabelene er uavhengige!

6.2 Uavhengighet og kovarians

Anta X og Y er uavhengige simultant fordelte stokastiske variabler. Da far vi

y=00 [ee) y=00 [oe)
E(XY)=f f xy-f(x,y)dxdy=f f xy - fx(x)- fy(y)dxdy

fordi y - fy(y) er konstant med hensyn pa x (inneholder ingen x-variabel)

kan vi ta y - fy(y) utenfor det innerste integralet:

y=00 o
:f (f x-fX(X)dX) ¥y fy(y)dy
y=—00 =—00

y=00 r=ee
=J E(X)-y- fy(y)dy =E(X)- y-fr(y)dy

y=—00 y=—OO

— E(X)-E(Y)

Dermed blir Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)-E(Y) =E(X)-E(Y)—E(X)-E(Y) = 0. S hvis man finner ut
at Cov(X, Y) # 0 sd kan ikke X og Y veere uavhengige. Men det omvendte gjelder ikke: Selv om
Cov(X, Y) = 0 behgver ikke X og Y a veere uavhengige. For & skille sier vi at X og Y er (lineeert)
ukorrelerte hvis Cov(X, Y) = 0. Uavhengige simultant fordelte stokastiske variabler er altsa
ukorrelerte, men det er ikke ngdvendigvis omvendt.

Eksempel 6.3. De to simultant fordelte stokastiske variablene i oppgave 5.10 er ikke uavhengige
fordi Cov(X, Y) # 0.
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7 Betinget sannsynlighetsfordeling

7.1 Introduksjon
Hvis noe informasjon om forsgket er kjent far man betinget sannsynlighet.

Eksempel 7.1. (Diskrete variabler)

¢ Forsgk: Vi kaster to terninger, en rod og en bla.

* X = antall gyne til sammen. Y = 1 hvis det er to like, Y = 0 ellers.

* Mulig spgrsmal: Hva er sannsynligheten for at X = 6 gitt at Y = 0? Det skriver vi som

P(X=6|Y =0).

Den gitte informasjonen innsnevrer utfallsrommet til de 6 - 6 — 6 = 30 mulighetene hvor Y = 0. Alle
disse 30 mulige utfallene er like sannsynlige. Blant disse 30 er det 4 utfall som gir X = 6. Derfor blir
PX=6|Y=0)= 3%. Legg merke til at dette ikke er det samme som sannsynligheten for at X =6
ogY=0fordener P(X=6,Y =0)= %. Vi kan ogsa bare bruke sannsynligheter til regne pa den
betingete sannsynligheten:

4
B . P(X=6,Y=0) 3 4
P(X=6|Y=0)= Pr=0) "% "%

Eksempel 7.2. (Kontinuerlige variabeler)
* Forsgk: Vi trekker en laks opp av en meer.
* X = vekten av laksen, Y = omkretsen av laksen foran ryggfinnen.
¢ Mulig spersmél: Hva er sannsynligheten for at vekten ligger mellom 2,9 kg og 3,1 kg gitt at
omkretsen er 40 cm? Denne sannsynligheten skriver vi som P(2,9 <X < 3,1 |Y = 40).

Eksempel 7.3. (Kontinuerlige variabeler)
* Forsgk: En sportsjakke selges en sesong.
* X = antall solgte sportsjakker, Y = prisen.
* Mulig spgrsmal: Hva er sannsynligheten for at antall solgte sportsjakker ligger mellom 5000
og 6000 gitt at prisen er 2500? Denne sannsynligheten skriver vi som
P(5000 < X < 6000 | Y = 2500).

7.2 Motivasjon for definisjonen

For diskrete variabler kan vi bruke bruke kvotienten
PX=a,Y=D»b)
P(Y =b)

til & regne ut den betingete sannsynligheten P(X = a | Y = b), dvs sannsynligheten for at X = a gitt
at Y = b, under forutsetning av at P(Y = b) > 0. I Eksempel 7.1 var det akkurat dette vi gjorde i
den andre utregningen. Men nar vi har kontinuerlige variabler som i Eksempel 7.2 vil nevneren i
brgken

P(2,9 <X <3,1,Y = 40)

P(Y = 40)

alltid veere 0 og dermed har ikke brgken mening. Men legg merke til at telleren ogsa er 0. Dermed
er det mulig at dette kan fikses ved a bruke grenser. Vi tar et lite intervall fra 40 og oppover, dvs
[40, 40 + h] for en liten positiv h. S& antar vi at P(40 < Y < 40 + h) er positiv for alle sma, positive
h, og det er gjerne sant. Da er brgken

P(29<X<3,1,40<Y <40+h)
P(4A0<Y <40+h)

et tall (som typisk avhenger av hva tallet h er). Sa lar vi h naerme seg 0 og ser hva som skjer med
breken. Hvis brgken naermer seg et fast tall mer og mer, sier vi at dette tallet gir den betingete
sannsynligheten P(2,9 <X < 3,1|Y =40).
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7.3 Formell utledning av tetthetsfunksjonen for en betinget stokastisk variabel

La oss né gjore dette ved & bruke tetthetsfunksjonene, veldig generelt. Vi skal bruke to ting. Farst
I’'Hopitals regel: Anta at vi har to deriverbare funksjoner u(h) og v(h) — her bruker vi h som variabel
pga anvendelsen. 'Hépitals regel sier da at hvis limy_,. u(h) = 0 og lim;_,. v(h) = 0 sé er

lnlV(h) i LD u’(h)
h—c u(h) h—c v’(h)
hvis den siste grensen finnes. Dernest skal vi bruke (en variant av) analysens fundamentalteorem
som sier at hvis vi har en funksjon G(h) gitt som et integral hvor variabelen er i den gvre grensen
t=b+h
som her: G(h) = ft_b
. PX<a,b<s<Y<b+h)
lim
h—0 P(b<Y\b+h)
y= b+hfx af(x y)dxdy
=lim

[N b+h
h—0 " fy(y) dy

Bade teller og nevner nermer seg 0. Vi bruker I’'Hépitals regel og far
b+h
LS 2, y) dxdy |
:;llim d y= b+h
R [ fr(y)dy]

Vi skifter rekkef(algen av integralene i telleren

g(y) dy sa er G'(h) = g(b +h). N& regner vi pd grensen vi er interessert i.>

og derivasjonen flyttes inn forbi det ytre integralet som ikke avhenger av h:

%[ . b+hf(x }’)dydx] . f;a[% ' b+hf(x y)d_y]dx

- — b h - _I;H b 5

e é%[ T fr(y )dy] h=0 é%[ y=b+ fy(y)dy]

Vi bruker fundamentalteoremet i teller og nevner og far

 lim [F 2 fx, b+h)dx _ limy,_o [* % f(x, b+h) dx _ limy, o [* f(x, b+h) dx
h-o0  fy(b+h) limy,_q fy (b +h) £.(b)

og flytter grensen innenfor integralet (ok veldig generelt):
P imy fOe b+ W)]dx  [100 f(x, b) dx

fr(b) fr(b)
Fordi nevneren ikke inneholder x kan vi flytte integralet utenfor hele brgken:
xX=a , b)
:‘f foe,b)
oo Sy(b)

Konklusjonen er at brgken £ ;;C(’bl;) gir tetthetsfunksjonen til en ny stokastisk variabel «X gitt at Y er

lik b». Denne variabelen kan vi skrive som Xy, eller litt kortere som X |b.

Tilsvarende kunne vi regne pa grensen lim,_,,P(a <X <a+h,Y <b) og fa ;V;b % dy. Dette

gir tetthetsfunksjonen til «Y gitt at X er lik a» som vi skriver som Y}y_, eller Y|a. Vi kan bruke dette
som en definisjon.

Resultat 7.4. Anta at vi har to simultant fordelte stokastiske variabler X og Y med simultan
tetthetsfunksjon f (x, y) med marginaler fx(x) og fy(y). For alle tall a og b med fx(a) > 0 og
fy(b) > 0 far vi nye stokastiske variabler X|y_}, 0g Y|x—, med tetthetsfunksjoner

PTG ) B (C)
X|b — Yla —
fr(b) fx(a)
Dette er et argument for at definisjonen som kommer i Resultat 7.4 er riktig. Forsgk fgrst & forstd hva denne denne
utledningen viser. Det gjor du som alltid ved & se pa hva som star fgrst og sist. Les ogsa pé teksten rett for og rett etter
utregningen. Senere kan du eventuelt se pa selv utledningen.

19



Institutt for samfunnsgkonomi 4. mars 2022 Runar Ile

Bevis. Vi md sjekke om fy; 0g fy|, faktisk gir tetthetsfunksjoner. Det er to betingelser (se

Definisjon 3.5).

D fxp= % er stgrre eller lik O fordi teller er det og nevner er stgrre enn 0. Tilsvarende er
f Yla =

2) Total sannsynlighet skal vaere 1:

[e%e) [e%e] b (] .
2 fxp dxe = [0, LB de = 15 [0 £ (x, b) dx = 155 - fy (b) = 1 og tilsvarende er

[ friady =1

Da er det pa tide med et eksempel.

Eksempel 7.5. I Eksempel 3.4 hadde vi

gilxy2 for2<x<50gl1<y<3

0 ellers

f(x,y)={

og i Eksempel 5.3 regnet vi ut marginalene

%x for2<x<5 %yz fori1<y<s3

0 ellers 0 ellers

fx(x)={ 0og fY(}’)={

For et tall b med 1 < b < 3 er fy(b) > 0 og derfor finnes X|y_;, med tetthetsfunksjon

1 2
ﬁxb

Fupp(x) = 252 for2<x<5 _{zlx for2<x<5
X - —
0 ellers 0 ellers

For et tall a med 2 < a <5 er fx(a) > 0 og derfor finnes Y|x_, med tetthetsfunksjon

friay) =4 =¢

A2 for1<y <3 _{%yz for1<y<3
0 ellers

0 ellers

7.4 Nar variablene er uavhengige blir det enkelt

I Eksempel 7.5 ser vi at fx,(x) = fx(x) og fy|a(¥) = fy(y). Dette skyldes at X og Y er uavhengige
stokastiske variabler. Da er f(x, y) = fx(x) - fy(¥) og dermed er

_ fGx, b) _ fx(x)- fr(b) _fla,y) _ fx(@- &)
fr(b) fr(b) fx(a) fx(a)

Hvis ikke de stokastiske variablene er uavhengige kommer typisk betingelsene Y = b 0og X = a med
i uttrykkene.

fX|b = fx(x) 0g fY|a =fr(y)

Oppgave 7.6. Vi har to simultant fordelte stokastiske variabler X og Y med simultan
tetthetsfunksjon
x+y forO<x<log0O<y<xl1
flx,y)= {
0 ellers
Anta a og b er tall mellom 0 og 1.
a) Bestem tetthetsfunksjonene til de betingete stokastiske variablene X|y_j, 0g Yjx—,.
b) Beregn forventningen E(X|y_p).
c) Bestem tallet b € [0, 1] som gir maksimumsverdien til E(X|y—;) og beregn denne verdien.
d) Beregn variansen Var(X|y_p).
e) Bestem tallet b € [0, 1] som gir minimumsverdien til Var(X,y—;) og beregn denne verdien.
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8 Kovariansmatrisen

8.1 To simultant fordelte stokastiske variabler

Anta fgrst at vi har to simultant fordelte stokastiske variabler X og Y. Da er kovariansen av X med
X selv lik variansen til den stokastiske variabelen X. Ved Resultat 5.8 har vi nemlig at

Cov(X, X) = E(X?)— (E(X))? = Var(X)
Vi definerer kovariansmatrisen til X og Y pa denne maten:

|:COV(X ,X) Cov(X,Y)

3 er li Var(X,X) Cov(X,Y)
COV(Y 5 X) COV(Y , Y):| som altsa er lik [

Cov(Y,X) Var(Y)

Legg merke til at kovariansmatrisen er en symmetrisk matrise fordi
Cov(Y,X)=E[(Y —E(Y)) - (X —EX))] =E[X —EX)) - (Y —E(Y))] = Cov(X, Y).

Eksempel 8.1. Kovariansmatrisen kan brukes til a finne variansen av nye stokastiske variabler som
er pa formen Z = aX + bY for faste tall a og b. Vi regner (og bruker Resultat 5.8 og Oppgave 5.6):

Var(Z) = Var(aX + bY) = E[(aX + b¥)?] — (E[aX + bY])*
= E[a®x2 + 2abX Y + b2¥?] — (aE[X] + bE[Y])’
=a® E[X?]+2ab-E[XY]+b* -E[Y?]—(a®(E[X])* + 2ab - E[X]-E[Y]+ b?(E[Y])?)
=a?(E[X?]—(E[X])?) + 2ab(E[XY]—E[X]-E[Y]) + b (E[ Y] — (E[Y])?)
=a?-Var(X) +2ab - Cov(X, Y) + b? - Var(Y)

_ Var(X,X) Cov(X,Y)||a . e

=[a b] |: Cov(¥.X) Var(¥) ||b med matrisemultiplikasjon

Variansen til Z er altsd en kvadratisk form i variablene a og b med kovariansmatrisen til X og Y
som den tilhgrende symmetriske matrisen! Vi far umiddelbart et resultat: Hvis Cov(X,Y) =0
(f. eks. hvis X og Y er uavhengige) vil kovariansmatrisen veere en diagonalmatrise og

Var(Z) = a? - Var(X) + b? - Var(Y).

Eksempel 8.2. 1 Oppgave 5.10 har vi to simultant fordelte variabler X og Y med Var(X) = 2—?‘,

Var(Y) = %870 og Cov(X,Y) = —1%8. Altsé er kovariansmatrisen til X og Y
39 _ 3
c=| 128
3 107
128 1280

8.2 Flere simultant fordelte stokastiske variabler

Vi kan godt ha mange simultant fordelte stokastiske variabler. La oss kalle de stokastiske variablene
for X, X5, ..., X,,. Tetthetsfunksjonen vil veere en funksjon med like mange variabler

f(xq, x9,..., x,). Fra denne far vi tetthetsfunksjonene til hver av variablene ved & integrere bort de
andre variablene. E eks. er tetthetsfunksjonen til X; gitt som

oo oo o0
fX1:J< f J f(xl,XZ,...,xn)dedX3...dxn
—0Q —0Q —00
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Vi far forventningsverdier u; = E(X;) og varianser Var(X;) for alle variablene og i tillegg kovarianser

mellom alle par av variabler c;; = Cov(X;, X;). Vi far en kovariansmatrise*
Var(Xl) COV(Xl,Xz) .. COV(X]_,Xn)
Cov(X,, X1) Var(X5,) ... Cov(X,y,X,)
C = (¢ j) = . . .
Cov(X,,X;) Cov(X,,X,) ... Var(X,)

Resultat 8.3. Kovariansmatrisen er alltid positiv semi-definitt.

Bevis. Anta vy, v,, ... v, er konstante tall. Vi lager en ny stokastisk variabel
Z =X + v Xy + - +v,X, og regner ut variansen av denne ved hjelp kovariansene til X;-ene pa
samme mate som vi gjorde for for aX + bY i Eksempel 8.1. For & lette argumentet setter vi
Y =wXy+ -+ v, X, slikat Z =v,X; + Y. Da far vi:
Var(Z) =Var(viX; +Y) = V12 -Var(X;) + 2v; - Cov(X4, Y) + Var(Y)
som ved resultat 5.8
=v2-Var(X;) +2v; - (E[X; - Y]—E[X,]-E[Y]) + Var(Y)
= v12 - Var(X;)
+2v; - E[X] - (v Xy + -+ v, X,,)]
—2v; -E[X;] - E[voXy + -+ v, X, ] + Var(Y)
= V12 -Var(X;)
+2v; - (VE[Xy - Xp]+ -+ vE[X; - X, ])
—2v; - (VoE[X1]- E[X5] + -+ + v,E[X;]- E[X,,]) + Var(Y)
= v12 - Var(X;)
+2v; - (vo(BLX; - Xp]—E[X, ] E[Xp]) + -+ + v, (ELX, - X,] —E[X, - E[X,.]))
+ Var(Y)
= vf -Var(X;) + 2v; vy - Cov(X, X5) + -+ - 4+ 2v1v,, - Cov(X4, X,)
+ Var(Y)
Sé fortsette vi pa samme maten med Var(Y) ved a ta ut v,X,, osv. Legg merke til at
2v;v; - Cov(X;, X;) = v;v; - Cov(X;, X;) + v;v; - Cov(X, X;). Dette gir tilslutt
Var(Z) = v12 -Var(X;) + vy, - Cov(Xq, X5) + vqv3 - Cov(Xy, X3) + ... V1V, - Cov(Xq, X,,)
+vyv71 - Cov(Xq, X1) + v§ -Var(X;) + vov3 - Cov(Xq, X3) - -+ + VoV, - Cov(Xo, X,,)

+v,v; - Cov(X,,, X1) + v,,v5 - Cov(X,,, X5) + v, v3 - Cov(X,, X3) -+ + VS - Var(X,,)

Men denne store summen er verdien til den kvadratiske formen gitt av korrelasjonsmatrisen innsatt
vektoren v = [v; v, ...v,]T, dvs

Var(Xl) COV(X]_,Xz) COV(X]_,Xn) Vi
Cov(X,, X1) Var(X5,) ee. Cov(Xo, X)) | | v
Var(Z)=[v1 Vo o o... vn] . ) . . “l=vicy
Cov(X,,X;) Cov(X,,X,) ... Var(X,) Vn
med matrisemultiplikasjon
(8.3.1)

*I statistikk brukes ofte symbolet X «stor sigma» for C
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Fra resultat 1.12 vet vi at Var(Z) = 0 og dette gjelder uansett hvilke tall vy, v,, ... ,v, er. Det betyr at
den kvadratiske formen er positiv semi-definitt og dermed er ogsé matrisen til den kvadratiske
formen det. O

Vi kan ogsa lage en (1 x n)-matrise av forventningsverdiene: = [; Uy ... U,]. Dakan vi ved 1.10
skrive forventningsverdien til Z = v;X; + v, X, + - + v, X, som

E(Z) =v;E(X;) + v,E(X) +...vE(X,,)) = nv med matrisemultiplikasjon (8.3.2)

8.3 En anvendelse i finans

Anta at vi skal investere en bestemt sum og har n verdipapirer Sy, S,, ... , S, a velge mellom. Anta
den stokastiske variabelen X; gir avkastningen til S;.

Sporsmal 8.4. Hvordan fordeler vi investeringen pé de ulike verdipapirene?

Et mulig svar: Vi betrakter den vektede summen Z = v;X; + v,X5 + - - - + v, X,, der vekten v; angir
andelen («prosenten») av investeringen som brukes pa verdipapir S;.° For konkrete tall vy, vs, ...,
v, er altsd Z en stokastisk variabel som gir avkastningen til en bestemt méte & investere pa i de n
verdipapirene. Siden v;-ene er andeler skal summen av dem vare 1 (= 100%). Dette gir den forste
bibetingelsen:

Vit +...v, =1 (8.4.1)

Da er forventet avkastning E(Z) = wv hvor w=[u; Uy ... u,] og u; = E(X;), se (8.3.2). En
mulighet er naturligvis & ga for den hgyeste forventede avkastningen. Det vil bety at hele
investeringen gér til det verdipapiret med stgrst forventet avkastning. Problemet er at en slik
investering normalt ogsa vil vaere veldig risikabel. En mer subtil tilneerming er a fiksére en bestemt
forventet avkastning r (typisk lavere) og sa forsgke a finne den investeringen som gir forventet
avkastning r med minst mulig risiko. Lgsningen pa dette problemet er ikke opplagt! Fiksért
forventet avkastning gir den andre bibetingelsen:

E(Z)=wuv=r (8.4.2)
Risiko maéler vi som variasjon og variasjonen til avkastningen Z er ved (8.3.1) gitt som
Var(Z) = vicy (8.4.3)

Vi vil alts§ minimere vICv gitt de to bibetingelsene (8.4.1) og (8.4.2). Her er det vektene
V1, V9, ..., ¥V, SOm er variablene. Lagrangefunksjonen er dermed gitt som

LV, Vo o)) =VICVY—24[111 ... 1]v —Ayuv (8.4.4)

og dette er en annengradsfunksjon (i variablene vy, v, ... , v,,) hvor vC v er den kvadratiske
formen og —A;[111 ... 1]v — A, v er grad 1-leddet. Vi vil lgse likningssystemet

0¥
—=0 1
30 €3]
V1+Vz+...vn:1 (2)
wv=r (3)
Fra teorien for annengradsfunksjoner har vi
1 241
0% 1 u
— =2Cv — }'1 | — 12 _2 (4)
av : :
1 n

°I forskningslitteratur brukes gjerne den greske bokstaven w «omega» som navn pa vektene, dvs w;, w,, Osv.
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Hvis vi antar at C er positiv definitt (ikke bare er positiv semi-definitt som kovariansmatrisen alltid
er ved resultat 8.3), vil C vaere invertibel (alle egenverdiene er positive og det(C) er jo produktet av
egenverdiene, s det(C) # 0). Fra likning (1) og (4) far vi at

1 [ 1 [
Al Ao | M2 A 1 A M2
v=ct| 2| [ +2 || |[=Fc | |+ 2.
2 |: 2 : 2 : 2
1 [V 1 [V
Her far vi altsa uttrykt vektene vy, v, ..., v, ved hjelp av forventningene u; (som er gitte tall!),

kovariansene (ogsa gitte tall!) og de to ubestemte Lagrangemultiplikatorene A, og A,. Hvis vi sa
setter disse uttrykkene for v;, v,, ..., v, inn i bibetingelsene (2) og (3) far vi to likninger med to
ukjente A; og A,. Vi lgser sa disse og bruker verdiene vi finner for A; og A, i uttrykkene for vektene
som da blir konkrete tall.

Eksempel 8.5. Vi ser hvordan dette arter seg i et konkret eksempel. Antan =3, w=[42 3],

2 2 2 1 7 —4 =2
c=1]2 31 og beregner C_1=5 -4 3 1
2 1 5 -2 1 1
Da er
1 U1 7 —4 —=2]|1 7 —4 2| |4
A A A1 Ay 1
v:?1 cl1|+22.¢c7 |u, =?1-5 —4 3 1|1 +?2'§ —4 3 1|2
1 Us -2 1 1 1 -2 1 1 3
1 14 A+ 144
A A 1 2
=71' 0 +:2- -7 ==| =72,
0 -3 —32,
Bibetingelsene er
V1+V2+V3:1 (2)
v dvs {V1+V2+V3:1 (2)
[4 2 3]|w|=r @3 4v; +2v,+3v3 =1 (3)

V3

Setter sa uttrykkene for vektene inn i bibetingelsene:

2[4 +1425) + 2(=72,) +3(=3A)]1 =1 (3)
dvs

{Al tar =4 som har Igsninger M= %7(132 —16m)
40, + 334, = 4r Ay = 15(4r —16)

Innsatt i uttrykkene for vektene far vi

Aq + 142, | £(132—16r) + 14(% (41 — 16))

1 1
=g Th =3 —7(15(4r —16))
Vs —3, —3(75(4r — 16))
L [or — 23]
=— | 28—7r
17 12-3r |
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Dette er vektene som gir minimal risiko med forventet utbytte r. Da er variansen

2 2 2| vy
Var(Z) = Var(V1X1 + V2X2 + V3X3) = [V] V1 V3] 2 3 1 Vy
2 1 5| v
1 2 2 2|, [10r—23
=—[10r—23 28—7r 12—-3r](2 3 1|—|28—7r
17 2 1 5|17 | 12-3
1 10r —23
=-—[34 50—4r 42-2r]| 28—7r | = —=[(r—4)*+17]
172 1o—3r | 17

For at denne maéten & besvare spgrsmal 8.4 skal veere effektiv ma vi ha gode estimater for
forventningene u; = E(X;) og kovariansene Cov(X;, X;). Dette er problemer som statistikken kan
lgse. Et annet viktig problem er hvor robust denne lgsningen er for usikkerhet i estimatene for
forventningene og kovariansene: Vil en liten endring i forventningsverdier og/eller kovarianser
kunne gi store endringer i hva de optimale vektene skal veere? — og i sa fall, vil det ha mye & si for
risikoen? — og hva slags betingelser trenger vi (eventuelt) for & unnga slike fenomener?

9 Flere oppgaver

Oppgave 9.1. Vi har to simultant fordelte stokastiske variabler X og Y som har kummulativ
fordelingsfunksjon

1—e 05X 08y 4 o=0.5x—08Y hyjsx >0

F(x,y)={0

ellers
somvilsiat P(X <a,Y < b)=F(a,b).

a) Beregn sannsynlighetene
(1) PX<0,Y<4) (i) P(X <2,4<Y <5) (iii) P(Y <5)

b) Beregn den simultane sannsynlighetstettheten f (x, y) og de marginale
sannsynlighetstetthetene fx(x) og fy ().

c) Beregn E(X), E(Y) og E(XY).
d) Bestem kovariansmatrisen C.

e) Bestem den betingede sannsynlighetstettheten fy;(x).

Oppgave 9.2. T oppgave 5.10 hadde vi to simultant fordelte stokastiske variabler X og Y med
simultan tetthetsfunksjon

tx+3y? for0<x<30g0<y<1

foey)= {0 ellers
AntaaogbertalmedO<a<3o0g0<b<l.
a) Bestem tetthetsfunksjonen fy|; til den betingete stokastiske variabelen Xy _j.
b) Bestem tetthetsfunksjonen fy|, til den betingete stokastiske variabelen Yjy_,.
c) Beregn forventningene E(X|y—p) 0g E(Yjx—,).
d) Bestem tallet b € [0, 1] som gir maksimumsverdien til E(X|y_;) og beregn denne verdien.
Bestem tallet a € [0, 3] som gir maksimumsverdien til E(Y|x—,) og beregn denne verdien.
e) Beregn variansene Var(X|y_;) og Var(Yx—_,).
f) Bestem tallet b € [0, 1] som gir minimumsverdien til Var(X|y_,) og beregn denne verdien.
Bestem tallet a € [0, 3] som gir minimumsverdien til Var(Y|x—,) og beregn denne verdien.
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10 Lgsningsforslag til oppgavene

Oppgave (1.15).
a) For a = 0 har vi

Fla)= [ fy(t)de = [ 0.02¢7002dr = [—¢ 002t ] = _¢=002 _ (_0020) — 1 _ ¢=0.02¢_Foy

a < 0 har vi F(a) = 0. Vi skifter variabel fra a til t og far
1—e 092t fort>0
F(t)=
0 ellers

b) [0 fr()de =lim, o0 F(t) =1im, e (1—€00%) =1—lim o0 o =1—0=1

¢) Vi vil bestemme forventningen E(Y) = [, Ooo 0.02¢7%92td¢ og beregner derfor det ubestemte
integralet ved hjelp av delvis integrasjon. Vi setter u(t) =t og v(t) = —e %% Daeru/(t) =1,
V/(t) = 0.02e7%02t og derfor er u(t) - v'(t) = 0.02te %2t som er funksjonen vi vil integrere.

J O‘Ozte—O,Otht — _te—0.02t _f _e—0.0tht — _te—0.0Zt _ 506—0.021‘ +C

Da far vi
< t 50 0 50
_ —0.02t 4, _ —0.02¢ —0.02t7%° _ 1
E(Y)—J 0.02te %02 de = [—te —50e~%%2] " = lim (_W_m)_(_e_o_e_o
0
A L=t -1
ved I'Hopitals regel er tl_1)rcr>10 002 = t1_1>1£10 0:02000% = 0 s&
E(Y)=50

d) For & bestemme variansen Var(Y) = E[Y2]—E[Y ]? regner vi fgrst pa
E(Y?) = fooo 0.02t2e7%92td¢. Igjen ma vi bruke delvis integrasjon. Vi setter u(t) = t2 og
v(t) = —e 092t Daer u/(t) = 2t, v/(t) = 0.02e 7292t og derfor er u(t) - v/(t) = 0.02t2e0-02¢
som er funksjonen vi vil integrere.

JO.OZtZe_O'Otht _ _tze—o.ozt_J_Zte—o.oztdt — _2,70.02t +2f re—0-02t 4y

og dette integralet regnet vi pa for E(Y)
27002t 4 5 5. (_te—0.0Zt _ Soe—O.OZt)

— _t2e—0.02t _ 100t6—0.02t _ 50006—0.02t

Da far vi

oo
E(YZ) — J 0.02t26_0'02t — [_tze—o.ozt _ 100te—0.02t _ SOOOe—O.OZt](C;O
0

_ t2 100t 5000 0> 100-0 5000
T o | Te002t T g002t 002t ) | T 0020 50020  40.020

d IHépitals regel er lim —— = I 2y 2 _0ss
ve opitais regel et W, e0.02t Ry 0.02 . ¢0.02t Ry 0.022 . 0.02t sa

E(Y?) = 5000

og dermed er Var(Y) = 5000 — 50% = 2500.
Oppgave (1.19).

a) P(—oo <X <o0)= [ Zdx=[F]] =lim 0o g —TF=0+1=1
o0 oo — oo
b) E(X)=f1 x.%dxz 1 %dxz 72]1 =2
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¢) ExX?) = 1 X3 dx = foo 2dx = [21n|x|:|;>O =1lim,_, o, 2Int —21In(1) som ikke finnes og
da finnes heller ikke variansen Var(X) = E(X?) — 22 eller standardavviket til X.

Oppgave (1.22).

a) ,
1 1 7 1 1
i) PA<X<7)= —dxz[—x] =L L3 50w
, 10 107], 107 10 10
() P(X=5)= Oof(x)dx— 12idx—i 12—i 5—1—700/
R A ). 107710 10° 10 77
(i) PX=9)= 9f (x)dx = 9idx—i 9—i 9=0
ST ) )y 107107 10 T
b)
00 12 9712 9 9
X 12 2
E(X)= . dx = —d =———=7
Xx) J_OOX fx(x)dx L [20] 20~ 20
som er midten av intervallet [2, 12].
c) Viregner fgrst
a 0 hvis a < 2
P(X<a)=f fx(x)dx = zallodx hvis2<a <12
e 1 hvis a > 12

0 hvisa < 2
={%2 hvis2<a<12
1 hvisa > 12

Dette er den kummulative fordelingsfunksjonen FX(a).

For medianen lgser vi likningen Fy(a) = 50%, dvs <= 10 = 0,5 som gir a = 7 som er det samme
som forventningen.
For fgrste kvartil lgser vi likningen Fy (a) = 25%, dvs % = 0,25 som gir a = 4,5 som er farste
fjerdel av intervallet [2, 12].
For 5-te prosentil lgser vi likningen Fyx(a) = 5%, dvs % = 0,05 som gir a = 2,5 som er fgrste
5% av intervallet [2, 12].

d) Vi beregner forst

oo 12 5 3912 3 A3
X X 12°—2 1720
E(X2)=f xz-fX(x)dXZJ —dx=|:—i| = 30 = 30
00 2 2

Fra Resultat 1.12 har vi

172 2
1720 72=—5~8,33

Var(X) = E(X*) — [E(X)]* = 30 3

Da er standardavviket o(X) = /2 =

e) Fra Resultat 1.9 far vi at

o0 12 eX 712 12,2
E(Y)= J e’ fx(x)dx = f — dx [ ] = ~ 16274,74
oo ) 10

5’\1

f) Vihar at Y2 =X - X = ¢2X Fra Resultat 1.9 far vi at

00 12 2% 02X 12 024 _ ot
E(Y?) = f e - fy(x)dx = f —dx = [—] = ~ 1324456103,76
2

—0Q
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2
Dermed er Var(Y) = ‘3242584 - (6121662) ~ 1059588 934,00 og standardavviket

o(Y) = +/Var(Y) ~ 32551,33.
Oppgave (1.23).
a) ) P(X < @)= [/°Ldx =In(ve)—In(1) = 50%
ii) P(X >2)= [, 1dx=In(e)—In(2) =1—In(2) ~30,7%
iii) P(/e<X<2)= szi dx = In(2) — In(ye) = In(2) — 0,5 ~ 19,3%

b)
0 forx <1 0 forx <1
F(x)= flx%dt forl<x<e =1In(x) forl<x<e
0 forx >e 1 forx >e

0 EX)=[/ldx=e—1.

d) Viharat F(a)=In(a)for1<a<e.
Medianen er derfor lgsningen p& likningen In(a) = 0,5, dvs a = %> ~ 1,65.
Tredje kvartil er lgsningen pa likningen In(a) = 0,75, dvs a = e%7°> &~ 2,12.
5-te prosentil er lgsningen p& likningen In(a) = 0,05, dvs a = %% ~ 1,05.

e) Viregner forst E(X2) = fle xdx = [O,sz]i = ‘322_1. Da er variansen

Var(X) = 622_1 —(e—1)?>= 3(e—1)(3—e) ~ 0,24. Det gir standardavviket
o(X)=4/3(e—1)(3—e) ~ 0,49.

Oppgave (1.24).
a) Vi deriverer den kummulative fordelingsfunksjonen ved (bl.a.) & bruke produktregelen

0 forx <0 0 forx <0
F)’((x)= 1—[1~ln(x)+x~%] for0<x<1 =< —In(x) for0O<x<1
0 forx>1 0 forx > 1
= fx(x)

. 1

b) E(X)=1lim,_+ ft

fordi In(0) ikke er definert. Vi bruker delvis integrasjon [ u-v=u-v— f u-v' med
u(x) =—0,5x2, u'(x) = —x og v(x) = In(x), v/(x) = x~*. Fordi

fu v = f—O,sz -x1dx =—0,25x2 + C far vi

x - (—In(x)) dx. Her ma vi ta grensen t — 07, alts& t narmer seg 0 ovenfra,

1
E(X) = lim J —x - In(x) dx = lim [~0,5x%-In(£) +0,25x%]]
t—0+ ¢ t—0t
=0,25— lim (—0,5¢%-In(t) +0,25¢%) = 0,25 + lim 0,5¢2 - In(t) — lim 0,25¢2
t—0* t—0* t—0*

Her er lim,_,o+ 0,25t% = 0 mens lim,_,q+ 0,5t2 - In(t) er et «0 - (—o0 )»-uttrykk som vi skriver om

til et «—>>»-uttrykk som vi kan bruke 'Hopitals regel pé:

lim 0,5¢2-1In(t) = lim 0,5—ln(t) Fiop lim Ltl = lim —0,25-t>=0

t—0+ t—0t  t2 t—0r —2-t=3 -0+
Altsé er E(X) = 0,25.

¢) E(X2)=1lim, o+ ftl x2 - (—In(x)) dx. Vi bruker igjen delvis integrasjon fu’ V=u-v— f u-v’
med u(x) = —%x?’, u'(x) =—x2 og v(x) = In(x), v/(x) = x~*. Fordi
fu-v’:f—%x?’ ~xtdx =—%x3+C far vi

! 1
E(X?) = lim | —x2-In(x)dx = lim | —~x3-In(x) + ~x°
=07 J t—=0t[ 3 9 I

1 1 1 1 1 1
== — lim (——t3 ‘In(t) + —tS) =—+ lim =¢3-In(t)— lim =¢3
9 t—ot\ 3 9 9 t—0+3 t—0+ 9
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Her er lim; o+ %ts = 0 mens lim,_,o+ %tB -In(t) er et «0 - (—oo)»-uttrykk som vi skriver om til et
«—==»-uttrykk som vi kan bruke I'H6pitals regel pa:

1 1, -1
1 —-ln(t) I'Hb st
lim =¢3-In(t) = lim 3 =" lim - = lim — -t =
t—0+ 3 t—0t t—3 t—0+t —3-t—4 t—0t 9
Altsd er E(X?) = ¢ 5. Dermed er variansen Var(X) = 5 —0, 252 = T3 44 og standardavviket

_ V7
Oppgave (2.3).
a) Vi har det ubestemte integralet f4xy +3y+1dy =2xy?+ %yz + y + C. Da er det bestemte

integralet
=6 3 y=6 3 3

f 4xy+3y+1d_y:[2xy2+£y2+y] =2x~62+£~62+6—[2x-12+5-12+1]
y=1 y=1

=70x +57,5
b) Daer

x=5 py=6 x=5 s
f J f(x,y)dydx = f 70x +57,5 dx = [35x* +57,5x | _,
x=2 y=1 x=2

=35-5%2+57,5-5—[35-22+57,5-2]
=35-21+457,5-3=907,5

c) Viregner f(3,y)=4-3-y+3y+1=15y +1 som gir

y=6

y=6 y=6

f(3,y)dy=J 15y+1dy=[5y2+y} =
y=1 2 y=1

15 15 15-35
=[—-62+6]—[— 12+1] +4=267,5
2 2 2

som gir det samme svar som x = 3 innsatti (a): 70-3 + 57,5 = 267,5.

y=1

Oppgave (3.6).
a) Vi bruker Definisjon 3.5. Hvis ¢ 2 0 er (1) tilfredsstilt. For (2) regner vi den totale
sannsynligheten:

y=00 x=00 b
f J f(x,y)dxdy = J J cdxdy = J [cx]izg dy
—=—00 =—00 y= =0

=J ac dyz[acy]y;s =abc
y=0

som skal veere 1. Altsd er ¢ = aib

b) Da far vi

[\JID
QJIO"

@ P (X <

J f flx, y)dxdyf J —dxdy

- 1 11
ab =0 [X]xzo dy 2b =0 1 dy - 2b|:y:|0 - 6

y=00
(i) p(%@( J J f(x y) dxdy J
b

1 _ippll
ab _ Mx=% =5 y:01dy_ r)o=3
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Oppgave (3.7).
a) Vi bruker Definisjon 3.5. Hvis ¢ 2 0 er (1) tilfredsstilt. For (2) regner vi den totale

sannsynligheten:
y=00 Xx=00 y=00 ,x=00
J J flx,y)dxdy = f f ce 02705y qx dy
=—00 =—00 y=0 x=0
c (7%
_ —0,2x—0,5y JX=0°
=0z VI Ay
fordi tlir(l)lo e~ 9267057 — 0 (eksponenten avtar mot —o00), far vi
c (7% c c
_ 0,5 _ —0,5y Y= _
= e ydy___[e y]y:O =
0.2 ), 4 0,1 0,1

som skal vaere 1. Altsd er c = 0,1.
b) Da far vi

i PX<1,Y 1)—f f f(x,y)dxdy = f f e 02705y qx dy
= =—00 x=0

_ [6—02x OSyK édy=—05J [ —0,2—0,5y __ —OSy]dy
0,2 _ y=0

_ [e—O,Z—O,Sy _ e—o,sy](l) _ ¢ 02705 _ 05 _ie—o,z _ eo]

=1—e 22— 9 4%~ 713%

() P(1<Y<2) —J J flx,y)dxdy = J J e 02705 dx dy

__Y —0,2x—0,5 ¢—0.5
__0>2f—1 [e T y]x dy = OSJ Y dy
y= y

=1
= 0,5[—26_0’5}']? =-1 (e_1 — 6_0’5)

( L 1) 23,87%
= —=—=|~23,87%
Je e

Oppgave (3.9). Her er rektangelet hvor f(x, y) er stgrre enn O

y-axis

X-axis

Figur 4: Rektangel

Oppgave (3.10).
a) Vihar P(X <3,Y <2)=F(3,2),P(X<2,Y<2)=F(2,2),P(X<3,Y<1)=F(3,1) og
P(X<2,Y<1)=F(2,2). Da far vi
P(2<X<3,1<Y<2)=F(3 2)—F(2,2)—F(3,1)+F(2,1)=F(3,2)
35

=——(32—4)(2°— =6,41%
546( @2 -D=2 ’
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~

©) P(2<X <3)=lim_ 00 [F(3, ) —F(2, )] =1lim 00 [ 55 (32 —4) — (22 —4) ]| =2 ~
23,81%

Dessuten
P(3<X<4,2<Y<4)=F(4,3)—F(3,3)—F(4,2)+F(3,2)

1 1

=—(4*-4)(3P-1)——3*-4)(3*-1
546( ) ) 546( X )
1 1

—— @ -H2P-1)+—(32—4)(2° -1
546( X ) 546( ) )
1 1

:—(12-26—5-26—12-7+5-7):—9:24,36%
546 78

Oppgave (3.11).
a) () PX<1,Y<2)=F(1,2)=(1-¢22)(1—e"%)~8,18%

w P(1<X<3,1<Y<2)=F(3,2)—F(1,2)—F(3,1)+F(1,1)
— (1-e09) (1 99) - (1—¢02) (1—e705)
(19 (1-e0%) # (1-e702) (1 —e70?)
=1—2¢06 412 _ (1 — e 06 _ 02 e—o,s)
—(1—e®—e 04 ) 4 (1-e P —e %2+ ¢7°)

=e " —e %% —e %+~ 518%

(i) P(Y <2)=lim,_ o F(t,2) =1lim,_ o (1—e™ %) (1—e*%) = (1—e7*%) ~ 45,12%
b) Vi deriverer F(x, y), forst med hensyn pa x:

, 0,27 92x . (1 - e_O’sy) forx=>00gy=0
F(x,y), =
0 ellers

Sé deriverer vi dette igjen med hensyn pa y og far

{O,2e_o’zx 10,3793 forx>0o0gy=0

—F "
flx,y) (x, y)xy 0 ellers

0,06e7 92703y for x >00gy =0
0 ellers

Oppgave (5.5).

y=00

_y=00 x=0Q0
E(Y)= [ y'fy(y)dy=J y(J f(x,y)dX)dy

Jy=—o0 y=—00 =—00
Fordi y er som en konstant nar vi integrerer med hensyn pa x, er dette

(-y:oo X=00
= f y-f(x,y)dxdy

Jy=—o00 Jx=—00

som var det vi ville vise.

31



Institutt for samfunnsgkonomi 4. mars 2022 Runar Ile

Oppgave (5.6). Vi setter h(x) = ax + by + c. Ved Resultat 5.1 er

y=00 [ Xx=00
E(aX+bY+c)=f f (ax+by+c) f(x,y)dxdy

=—00

y=00 Xx=00
=f f ax-f(x,y)+by -f(x,y)+c-f(x,y)dxdy

=—0Q

y=00 x=00 y=00 x=00
:af j x~f(x,y)dxdy+bf f y-f(x,y)dxdy

=—00

y=00 X=00
cf f f(x,y)dxdy

som ved Resultat 5.4
=a-EX)+b-E(Y)+c

Oppgave (5. 10)

1 y=1

a) fx(x)= fo gx+3y*dy=[gx }’+ﬁy3]y:0=%x+f—2og
fr)= [y gx+iy?dx =[x+ fxy? o= §+ 12
b) E(X)—fgészr12xdx—[11—8x3+2%x2:|§j=¥+224:%+%:%5,
EV)= [y y +57° dy=[302+ Sy T =8+ % =Ts o8
scn= [ forarer= [ (e or] Lo [ oo
27 5, 9 ,P7' 27 9 3 9 33
[36 +rsz“v]y:o 3673273732732
x=3 _ 81

c) E(X2)—f3éx3+12x dx=|:2i4x4+%x3:|
Var(X) = E(x?) — (E(x))* = %_(§)2=2_‘9‘.
3

8
1 -
BY) = [0 3y + 34 dy =[Sy° + 5y P = 3+ 5 -0= 5+ 5 =2 somgir
2 98_02.
Var(v) = E(r?)— (B(Y)) = 2 — (1—6) 2 = 1o

5.9 _
d) Cov(X,Y)=EXY)—EX)- E(Y) =8_b.2-_2
Oppgave (7.6).
a) Vihar fy, = % og ma derfor fgrst finne tetthetsfunksjonen til Y. Vi har

1

o0

1 11 1

fry)= f(x,y)dx=JO X+ydx=[53<2+xy]o=5'12+1'y—0=§+y
—00

Da far vi
f(x,b) x+b

fr(b) B %+b

Fordi den simultane tetthetsfunksjonen er symmetrisk i x og y folger det at

fx|b =

fla,y) _y+ta
fx(a) %+a

lea =
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b) 1 1
+b 1
E(X|Y=b):J x-)lc dx = 5 Jx2+bxdx
0 §+b §+b 0
1 J1 1 ! 1 J1 1
=< [ x3+—bx2] =< [—-13+—b~12—0]
3+blL3 2 o +bl3 2
1 1
+1b
—3120 _2%3b 4 helo,1]
§+b "~ 3+6b

c) Fordi E(X|y—p) = % er kontinuerlig for b € [0, 1], finnes maksimum og minimum for
funksjonen, enten i endepunktene eller i de stasjonare punktene. Vi har

(2+3b)’__ 3
3+6b)  (3+6b)2

som er negativ for b > 0. Altsd er E(X|y—;) strengt avtagende i intervallet [0, 1],
maksimumspunktet er b = 0 og maksimumsverdien er E(Xy—o) = %
d) Viregner forst

! x+b 1 !
E((X|Y=b)2)=f X% 5 dx = 5 J x3 + bx? dx
0 0

5+b 5+b
1 J1 1 1 [1 1
= - [ x*+ = bx] =< [—-14+—b-13—0]
§+b 4 3 0 §+b 4 3
1 b
7+3  3+4b
=‘1‘ 3 — 4 for b€[0, 1]
+b 6+12b
Altsa er ) )
3+4b 2+3b 1+6b+6b
V X — = —_ e —
arXy=p) = 3725 (3+6b) 18(1 + 2b)2

e) Nar vi deriverer Var(Xy_;) far vi (etter endel regning)

1+6b+6b2) 1

18(1+2b)2 ) 9(1+2b)3
som er positiv for b > 0. Altsa er Var(X|y—;) voksende i intervallet [0, 1], b =0 er
miniumumspunktet og minimumsverdien er Var(X|y_o) = % = 11—8 .

Oppgave (9.1).

(@ (@) P(X<0,Y<4)=F(0,4)=1—e—e*08 408 -9
(ii)
P(X<2,4<Y<5)=F(2,5)—F(2,4)
—1—e 205 _ =508 ,—205-508 _ (1— e 205 _ ,=408 4 e—2-0,5—4~0,8)
—e 32 o4 _ e_l(e_3’2 _ e_4)
=(1—e (-
(iii)

P(Y <5)= lim F(x,5)= lim (1—e 0% —¢ 508 4 ¢ 05r508) =7 _ =508 — 1 ¢~
X— xX—
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(b)
) v _ (0,573 — 0,570 708Y hvis x,y >0
G Fay = (Fx)y o ellers
_ [0,4e7%*708y hvis x,y >0
o ellers

oo
y—00

fx(x)=J f(x,y)dy=J (Fo), dy =[F, ], 0

— — — —00 .
{[O,Se 05% —0,5e7 >0 ' 7 hvis x >0

0 ellers

{O,Se‘o’Sx —(0,5¢7%5% —0,5¢7%5%) hvisx =0

0 ellers

0,5e7%>* hvisx =0
0 ellers

Vi kan selvfplgelig ogsé regne direkte pé uttrykket:

oo
—0,5x—d _ —0,5x—0,8y 1Y
f 0,5-0,8¢” > dy =[~0,5¢" %> |

—0Q

Ved & regne pd samme mate (eller ved ved & bruke symmetrien i uttrykket for F(x, y)), far vi

£ (y) = 0,8¢7%8 hvisy =0

= 0 ellers

(c) Ved delvis integrasjon fu V=u-v— f v’ -vmed u(x)=x og v(x) = —e %* og u/(x) =1 og
v/(x) = 0.5e7%>* far vi f x-0,5e7 %% dx = —xe 0> — f —e 05X dx = —xe 05X — %6_0’5" +C.
Da blir

> 1 xX—00
E(X)= f xfx(x)dx = [—xe_o’sx — 0_56—0’5X:|

—00 x=0
1
=0—-0—(0——¢%) =2
( 05 )
1
Ved symmetrien i uttrykket for F(x,y) far vi E(Y) = 08 =1,25.

Vi har
0,5¢7%°%.0,8¢7%8 hvisx,y =0

0 ellers

fx()- fr(y) = {
=f(xy)
som jo betyr at X og Y er uavhengige stokastiske variabler. Da har vi

E(XY)=J fxyf(x,y)dydx=f nyfx(X)fy(y)dydx

= f xfx(x)- |:J ny(y)dy] dx = J X fx(x)dx - E(Y)

—00 —0Q

— E(X)-E(Y)

(som vi ogsa vet) og derfor er E(XY)=2-1,25=2,5.
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(d) Vihar Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) som er O fordi X og Y er uavhengige. Vi har
Var(X) = Cov(X,X) = E(X?) — E(X)? 0g E(X?) = [ x*fx(x)dx = [ x?-0,5¢7%%% dx. Ved
delvis integrasjon fu V=u-v— f u'-v=med u(x) = x? og v(x) = —e %> og u’(x) = 2x og

v/(x) = 0.5e7%5* fir vi
f x2-0,5e7 9% dx = —x2e 0> —f —2xe %% dx

og ved utregningen for E(X) far vi fxe_o’sx dx = (—2x —4)e™%°* 4+ C. Til sammen far vi

E(X?) = [~(x*+4x +8)e &> | =0—(-8) =8

x=0
Her bruker vi 'Hopitals regel to ganger (—3-):

o —(x®+4x+8) . —(2x+4) . =2
lim ——— = lim —— = lim

X—00 e0,5x X—00 e0,5x x—00 0,5x

Vi far
Var(X)=8—22=4.

Ved symmetri i likningene (samme utregning) gir Cov(Y,Y) = %:

f yz . 0,86_0’8x dy — _yZe—O,Sy _f _2y6—0,8y dy — _yZe—O,Sy _f —2y€_0’8y dy

2 25
— | v2,.2 —0,8y
= + + e +C
(}’ 5}’ 3 )

Altsd er E(Y?) = % og Var(Y) = % — % = %. Dermed er kovariansmatrisen

c—[4 0}
- 25
0 1%

(e) Pr. definisjon er fx,(x) = ff(Yx(’bb)). Fordi X og Y er uavhengige er f(x, b) = fx(x)- fy(b) og
dermed er fx,(x) = fx(x) uansett hva b er.

Oppgave (9.2).
Vi har fy(x) = %x+ % for0<x<3o0gfy(y)= % + %yz for 0 < y <1, og 0 ellers.
a) Anta b € [0, 1]. Daer fy(b) > 0. Dermed er fx|;, definert og gitt som

lx_;,_lbz bZ
leb(x)zf(x,b)z o for0<x<3 _ [ for0<x<3
fr(b) 0 ellers 0 ellers

b) Antaa € [0, 3]. Da er fx(a) > 0. Dermed er fy|, definert og gitt som

éa-{—‘l‘yz f < < 2a+3y2
lea(y):f(a;y): %a-ﬂ-ﬁ OTO\y\l _ 5orl for0<_y<1
fx(a) 0 ellers 0 ellers
c) , :
2x + 3b? 1
( IY—b) JOX 9+ 9b2 X 9+9b2J0 X x dx

1 2 3 3 1 2 3
= [_x3+_b2x2] — [_'33+_b2'32_0]

9+9b213 2 o 9+9b2|3 2

18+ 243 432
" 9+49b2  1+b2  2+42b2

forbe[0,1]
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' 2a+3y2 1 (!
E(Yy_ )= 2 dy = 2ay +3y°d
(Yix=q) Joy sar1l Y 2a+1J0 ay+3y°dy

1 3,1 1 3
= [ay2+—y4] = [a-12+—-14—0]
2a+1 47 1y 2a+1 4
_a+i  4a+3
" 2a+1 8a+4

fora [0, 3]

d) Fordi E(X}y_p) = 3 +2b2 er kontinuerlig for b € [0, 1], finnes maksimum og minimum for
funksjonen, enten i endepunktene eller i de stasjonere punktene. Vi har

44302\ _ b

2+42b2)  (b2+1)2
som er negativ for b > 0. Altsd er E(X|y_;) strengt avtagende i intervallet [0, 1],
maksimumspunktet er b = 0 og maksimumsverdien er E(Xy—y) = 2

Fordi E(Yx—,) = g'z:[i er kontinuerlig for a € [0, 3] finnes maksimum og minimum for
funksjonen. Vi har
(4a +3 )/ _ 1
8a+4 (a+3)2

som er negativ for alle a. Altsd er E(Y)y—,) strengt avtagende i intervallet [0, 3],
maksimumspunktet er a = 0 og maksimumsverdien er E(Y|x—¢) = %
e) Viregner forst

2 3
E((Xy_p)?) = f 2 24307 g 1 f 253 + 3b2x? dx
0

9+9p2 9+ 9b2
2 4 2 3]3 1 [1 4, 12 93 ]
+ = b = 2374 p%-.3°—-0
9+9b2[4 3 o 9+9b2
6b%2+9
= forbe[0,1
2pr g orbelo 1]

Altsé er

Var(X|y—p) =

6b>+9  (3b*+4)° _ 3b*+6b>+2
2b24+2 \2b2+2)  (2b2+2)2

Sa regner vi

2a+1 2a+1

1
Pl M

T 2a+1l3 57 Jo 2a+1[3 5

10a +9

=—— forae]0,3]
30a + 15

2a+3y 1 ! 9 4
E((Yix=a)?) = dy = 2ay*+3y*dy
0

Altsd er

11 9
10a+9 [(4a+3\°> d@+ita+4
Var(Yy_y) = _( ) _ % tnats

30a + 15 8a+4 12(a+%)2

f) Nar vi deriverer Var(Xy_;) far vi (etter endel regning)

3p*+6b2+2) b
(2b2+2)2 ) (b2+1)3
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som er positiv for b > 0. Altsa er Var(X|y_;) voksende i intervallet [0, 1], b =0 er
- .. . 044602

miniumumspunktet og minimumsverdien er Var(Xy—q) = % = % .

Nér vi deriverer Var(Y)y—,) far vi

/
a®+Ba+5 _ 13—4a
12(a + 3)? 480(a + 3)3

som er positiv for a € [0, 3]. Altsd er Var(Yjx—,) voksende i intervallet [0, 3], a =0 er
02+12.0+5 3

miniumumspunktet og minimumsverdien er Var(Yx—o) = 0+lp — 80
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