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(a)

Lgsning MET 11803 Matematikk for sivilgkonomer
Dato 18. desember 2017 kl 1400 - 1900

OPPGAVE 1.

Vi Igser det lineeere systemet for a = 1 ved Gauss-eliminasjon. Vi finner forst den utvidede
matrisen:

1 71 x 9 1 7 11]9
1 3 2|-|lyl=16 = 1 3 2|6
-1 11 z 1 -1 1 1|1
Deretter finner vi en trappeform ved & bruke elementaere radoperasjoner:
1 7 1|9 1 7 1| 9 17 1| 9
1 3 2|6 — 0 —4 1]-3 — 0 —4 1]-3
-1 1 1|1 0 8 2] 10 0 0 4] 4

Vi ser at systemet har én lgsning, og vi finner den ved baklengs substitusjon. Siste likning er
4z = 4, som gir z = 1. Andre likning er —4y+ 2 = —4y+ 1= —3, som gir —dy = —4dogy = 1.
Forste likning er 2+ 7y + 2z = x+8 = 9, som gir x = 1. Dermed er lgsningen (x,y,2) = (1,1,1).
Nar a = 1, sa er matrisen A og kofaktormatrisen C' gitt ved

1 7 1 1 -3 4
A= 1 3 2 = C = (CU) =1-6 2 -8
-1 1 1 11 -1 —4

Vi har at det(4) = 1(3 —2) —7(14+2) + 1(1 + 3) = —16, og dermed er den inverse matrisen
gitt ved

1 1 1 -6 11 1 -1 6 —11
Atl=—.CcT=—1|[-3 2 -1|==13 -2 1
4] 0\, s o) s s 4
Lgsningen av det linezere systemet ved bruk av den inverse matrisen er gitt ved
1 -1 6 -11 9 1 16 1
x=A"b= Gl 3 =2 L) (6) = (16)=[1
6\-4 8 4 1 6 \16 1

Vi ser at dette stemmer overens med svaret vi fikk i (a).
Vi vet at systemet har eksakt én lgsning hvis og bare hvis det(A) # 0. Vi regner derfor ut | 4|,
og velger & utvikle |A| langs fgrste rad:

1 7 a
Al=|a 3 2/=1(3-2)—"7(a+2a)+a(a+3a) =4a* —2la+1
—a 1 1

Dermed er |A| = 0 nér 4a% — 21a + 1 = 0, og dette gir lgsningene

:21i\/212—4(4):21 5\/ﬁ
8

a — =+ -
8 8
og |A| # 0 for alle andre verdier av a. Altsé har systemet eksakt én lgsning for a # a1, as med
21 5 21 5
=—+-V17T=52 =——-V17=0.04
ay 8+8v7 5.20, a2 g T3 7~ 0.048
For a # aj,as har vi én lgsning (z,y,2), og y-koordinaten er fplge Cramers regul gitt ved
[ 4a(D)]
Al
der det(A) = 4a? — 21a + 1. Vi regner ut determinanten |As(b)|:

1 9
|A2(b)| =] a 6
a

—a

=1(6 — 2a) — 9(a + 2a) + a(a® + 6a) = a3 + 64 — 29a + 6
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Dermed far vi at
_ A2(b)]  a®+6a* —29a + 6
|4 4a?-2la+1

OPPGAVE 2.
(a) Vi lgser dette integralet ved & bruke potensregelen:

/?)zdx—/3w2 dx—/3x1+C——3—|—C
x —1 T

(b) Vi Igser integralet ved & dele opp brokuttrykket:

T —x 1 1 —2x —2x
/e;efdx:Q/(lJre‘%) dx:2<x+e_2)+(3: ~¢ e

(¢) Vilgser integralet ved substitusjonen v = Inz, som gir du = v’ dz med v’ = 1/x. Dette gir
1 d 1 In z)?
/de:/u-u:/udu:u2+C: (Inz) +C
x x 1/x 2 2

OPPGAVE 3.

(a) Vihar at f er definert for > 0. Vi regner ut den deriverte, og far at

(1/z) -z —Inz-1 1—Inz
22 -2

fl(a) =

Vi ser at f/(z) = 0 nér Inz = 1, det vil si at = e. Siden f er voksende for z < e og f er
avtagende for x > e, er x = e et maksimumspunkt for f, med maksimumsverdi

) 1

fmaks = f(e)

Funksjonen har ikke noe minimumspunkt, siden z = e er det eneste stasjonzere punkt (og det
er heller ikke andre kritiske punkt eller randpunkt). Derfor har f ingen minimumsverdi.

(b) Vi vet at funksjonen vokser i intervallet (0,e], har et maksimum i x = e, og avtar i intervallet
[e,00). I x =1 er verdien f(1) =In1/1 =0. Nar x — oo, vil f(z) — 0. En skisse av grafen til
f og omrédet R er vist nedenfor.

(& e

Y

0.2 {\
f f f f f f f f x

/1 2 3 4 5) 6 7 8 9

—0.2 1

Arealet til omradet R er gitt ved

b—oo J1 i
Vi bruker det ubestemte integralet vi fant i Oppgave 2 (c) ovenfor, og far at

bmidx_ (Inx)? b_(lnb)2
oz L2 2

og ser at det bestemte integralet gar mot co nar b — oo. Arealet av omradet R er ikke endelig.
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OPPGAVE 4.

(a) De forste ordens deriverte blir
fa=22+y+1, fi=22%+z-1
og de andre ordens partielderiverte for f blir
2 2
o =2y fa’c'y =4dzy+1, f;'y =2z
Hesse-matrisen H(f) til f er dermed gitt ved

_ 29/ 4y + 1
1= (4, 0

(b) Nivakurven f(z,y) = 2 har likning 2%y + 2y + z — y = 2. Vi finner skjeringspunktene med
linjen ¥ = z ved & sette inn y = x i likningen, og far da z* + 22 = 2. Dette er en kvadratisk
likning i u = 22, og vi far

-1+ /1 —4(-2 —1+£3
WCHu—2=0 = u= ( ):
2 2
Dette gir u = 22 = 1 eller u = 22 = —2. Vi ser at kun 22 = 1 er mulig, og det gir = +1 og
y = z. Vi far dermed at

(a,a) = (1,1), (bb) =(—-1,—-1)

er de to skjeeringspunktene.
(c) Vihar at stigningstallet til tangentlinjen for nivakurven f(z,y) = 21 et punkt (x,y) er gitt ved

y:y@w:_ﬁ:_§ﬁi£ﬂ
f 202y +x — 1
I punktet (1,1) er derfor 3/(1,1) = —2, og tangenten har likning
y—1=-2(x-1) = y=-22v+3
I punktet (=1, —1) er y/(—1, — 1) = —1/2, og tangenten har likning
1 3

(d) Fersteordensbetingelsene er f; = f; = 0, og dette gir likningene
2yl +y+1=0, 22%y+zx—1=0
Vi kan skrive forste likning som y(2zxy 4+ 1) + 1 = 0, og andre likning som x(2zy +1) — 1 = 0.
Lgser vi begge likningene for 2zy + 1, far vi
2ey+1=—-1/y, 2zy+1=1/x

Dermed er —1/y = 1/x, eller y = —z. Vi sjekker x = 0 og y = 0 siden vi dividerer pa z og
y 1 regningen ovenfor. Men disse passer ikke i forsteordensbetingelsene, s& y = —x er eneste
mulige lgsning. Setter vi dette inn i forste likning, far vi

223 —x4+1=0
Ved innsetting ser vi at x = —1 er en lgsning, og polynomdivisjon gir faktoriseringen
203 —x+1=(x+1)(22% -22+1) =0

Siden 222 — 22 + 1 = 0 ikke har noen lgsninger, er x = —1 eneste lgsning. Dette gir y = 1 og
det stasjoneere punktet

(flf,y) = (_171)
For & klassifisere dette punktet, bruker vi annenderivert-testen. Hessematrisen H(f)(—1,1) er
gitt ved

an= (20, Y = aoen=(2 )

Siden determinanten til Hesse-matrisen er 4 — 9 = —5 < 0, er punktet (—1,1) et sadelpunkt.
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(a)

OPPGAVE b.

Vi gjenkjenner likningen 22 + 4y? = 4 som likningen til en ellipse med sentrum i (z,y) = (0,0)
og halvakser a = v4 = 2 og b = /1 = 1, siden den kan skrives
2 2
T Yy
I A
4 * 1

Ellipsen er begrenset, fordi alle punkter (z,y) pé ellipsen tilfredsstiller —2 < x < 2 og —1 <
y < 1. En skisse av ellipsen er vist nedenfor.

Lagrange-problemet har Lagrange-funksjon
L(z,y; \) = zy — Ma? + 49°)
Lagrange-betingelsene er de to forsteordensbetingelsene samt bibetingelsen, gitt ved
L.=y—A-2r=0
L,=x—-X-8=0
2?4yt =4
Forsteordensbetingelsene gir y = 2\x og x = 8\y = 8\(2\z) = 16722, og dermed
r—160%z = z(1 —16A%) =0
Viser at = O eller 16A% = 1. Hvis x = 0, sd er y = 2z = 0, og (0,0) passer ikke i bibetingelsen

x? + 4y? = 4. Dermed har vi at
1 1
NM=— = A==
16 4
Med A = 1/4, far vi y = x/2, og innsatt i bibetingelsen gir dette
P44l =?+ 22 =0=14 = =42
og da er y = x/2 = £1/2/2. Dette gir to lgsninger (z,y; \) av Lagrange-betingelsene, gitt ved
(m,y; /\) = (\/57 \/§/2a 1/4>7 (_\/57 _\/5/2; 1/4)
Med A = —1/4, far vi y = —x/2, og innsatt i bibetingelsen gir dette
P4l =t 42 =0=4 = =42
og i dette tilfellet er y = —x/2 = F/2/2. Dette gir to lgsninger (z,y;\) av Lagrange-
betingelsene, gitt ved
(2,0; 0) = (V2,-v2/2;, =1/4), (=V2,v2/2; ~1/4)
Totalt er det fire lgsninger av Lagrange-betingelsene. Vi legger merke til at de to forste har
f =y =1, mens de to siste har f = zy = —1. Kun de to siste er kandidater for minimum.
Siden mengden D = {(x,y) : 2? + 4y? = 4} av tillatte punkter er ellipsen fra (a), sa er den

begrenset, og Lagrange-problemet har et minimum ved ekstremverdisetningen. De ordinzere
kandidatpunktene for minimum er punktene

(@9 2) = (V2,-V2/2;-1/4), (-V2,v2/2; -1/4)
med f = xy = —1. Vi sjekker om det er noen punkter med degenerert bibetingelse: Det ville

veere punkter pa ellipsen g(z,y) = 22 + 4y?> = 4 med ¢/, = 22 = 0 og gy = 8y = 0. Det eneste
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punktet som oppfyller dette er (z,y) = (0,0), som ikke er pa ellipsen. Vi har derfor ingen tillatte
punkter med degenerert bibetingelse, og minimumsverdien er fu, = —1.

(d) Skriver vi bibetingelsen g(x,y) = a for en konstant a, og kaller minimumsverdien til Lagrange-
problemet min f(x,y) nar g(x,y) = a for f*(a), s& kan vi tolke Lagrange-multiplikatoren A som
den marginale endringen i minimumsverdi ved en liten endring i a, det vil si at

df*(a)

da
Néar vi endrer verdien fra a = 4 til a = 5, far vi at

F(5) ~ F*(4) + Aa - ‘U;C(f) — 141 <1) ~ 2 15

Vi estimerer altsé at den nye minimumsverdien er f*(5) ~ —1.25.



	Oppgave 1. 
	Oppgave 2. 
	Oppgave 3. 
	Oppgave 4. 
	Oppgave 5. 

