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Oppgave 1.
Vi skriver funksjonssuttryket f(z) = 2v/zln(z) — 4/x = 2(Ilnx — 2)\/z, og ser at f(x) er definert for
x> 0.

(a) Vi bruker produktregelen for & derivere f(z) = 2(lnz — 2)/z:

2 1 2 Inz —2 24+1Inz —2 Inxz
f(z) = E\/:EJF 2(lnz — 2) =

0 Vi vE Jz
(b) Nar x — oo, sd vil 2(Inz — 2) — 0o og \/x — oo. Dette gir

Jim () = o

Nar z — 07, s& vil 2(Inx — 2) — —o0 og /x — 0. Vi skriver derfor om funksjonsuttrykket
f(z) =2(Inx — 2)y/z som en brgk og bruker L’Hospitals regel for & regne ut grenseverdien:

lim f(z) = lim 2(lnz —2) — lim 2 — —4Vz
z—07F z—07F 1/\/5 z—07F (—1/2)1’_3/2 z—0t 1
(¢) Vihar at f/(z) = 0 nar Inxz = 0, det vil si for z = 1, og fra uttrykket for f’(x) som vi fant i (a)
ser vi at f er avtagende i (0,1] og voksende i [1,00). Derfor har f globalt minimum f(1) = —4,
og fra resultatene i (b) vil f g& mot 0 nar z — 0" og mot oo nar & — oo. Vi konkluderer med
at Vy = [—4,00), og at f(z) = a har to lgsninger nar —4 < a < 0. Dette gir at

=0

to lgsninger for —4 <a <0
Likningen f(z) = a har < én lgsning for a = —4 og a > 0

ingen lgsninger for a < —4

Grafen til funksjonen f er vist nedenfor. Som begrunnelse for svaret kan man bruke skisse av grafen
tegnet for hand, men argumentene ovenfor (eller tilsvarende) ma ogsa veere med i begrunnelsen.
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FIGUR 1. Grafen til y = f(x)

Oppgave 2.
(a) Vi bruker faktoriseringen 9 — 22 = (3 — z)(3 + x) og delbrgksoppspaltning til & skrive om
uttrykket under integralet som
3—Tx A B

9-22 3—2z +3+:r
Dette gir 3 —7r = A3+ ) + B(3 —z) = (34 + 3B) + (A — B)x, og derfor ma vi ha at
3A+3B =3, eller A+ B=1,ogat A— B = —T. Legger vi sammen de to siste likningene, far
vi 24 = —6, eller A = —3, og dette gir B = 4. Dermed blir integralet
3-7 -3 4
/ xdz:/ +——dz=3l3—z|+4l|3+z[+C

9 — g2 3—z 3+z
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(b) Vi bruker substitusjonen u = x + 1, som gir du = dx, og dermed blir integralet
/15x Vz+1ds= /15(u —1)Vu du = /15u\/a— 15v/u du = /15u3/2 — 15u"? du

2 2
:15-5u5/2—15-§u3/2+026u2 u — 10uy/u + C

=Vr4+1-6(x+1)?-10xz+1)+C = (6242 —4)Vz+1+C

(c) Vi bruker substitusjonen u = In(z), som gir du = (1/z)dz, eller doz = xdu, og dermed blir

integralet
V1 2
/3 ne dx:/m~xdu:/3ul/2 du:3-§u3/2+0221nxvlnx+0
x x
Oppgave 3.
(a) Siden grafen til f/(x) er oppgitt & veere en hyperbel, kan funksjonsuttrykket til f/(z) skrives
pé formen
r a

med en vertikal asymptote z = b og en horisontal asymptote y = ¢. Vi leser av fra grafen sa
ngyaktig vi kan, og finner at den vertiale asymptoten er x = 1.25 = 5/4 og at den horisontale
asymptoten er y = 1. Naturlig ngyaktighet i avlesningen er naermeste multippel av 0.25 = 1/4
pga rutenettet som er vist. Dette gir
, a 4a
€Tr) = 1 = _—

Fz) * x—5/4 dr —5
Vi leser av et punkt pa grafen for & bestemme a, og velger skjeringspunktet med y-aksen. Vi
leser dette av som (1.75,0) = (7/4,0). Dette gir

4a 4a
O=1+—7-——=14+— = 4da=-2
Tima—s o “
Vi kan ogsa skrive dette som a = —1/2. Dette gir funksjonsuttrykket
-2 dr—-5—-2 4z -7
! == 1 = g
@)=t 5= =5 -5
(b) Vi har per definisjon at f(z) er en antiderivert for funksjonen f’(z), og det betyr at

3
/2 f(x) dz = [f(z) + ]2 = £(3) — £(2)

Dermed er f(3) — f(2) arealet under grafen til y = f/(x) i intervallet [2,3], markert i figuren
nedenfor. Vi leser av en tilnsermingsverdi for f(3) — f(2) ved & telle antall ruter under grafen.
Hver rute har areal 1/4-1/4 = 1/16, og siden arealet under grafen er omtrent 9 ruter, finner
vi estimatet

1+

1 9
fB) = f@) ~ 9 15 = 15 ~ 056

~—

[

ot




(c) Vi finner et uttrykk for f(x) ved & bruke uttrykket for f'(z) fra (a) og ved & bruke at f(x) er
en antiderivert for f’(z). Dette gir

—2 1 1
Z/f/(l“) dx:/1+4$_5dx:x—21n|4x—5]-4+C:;p_21n|4x_5’+c

Basert pa dette uttrykket finner vi verdien

3
= [a: - fln|4x — 5|] =(3—-In(7)/2) — (2—-1n(3)/2)

1 1
~3 (In7—-1n3)=1-— 5 In(7/3) ~ 0.576
Oppgave 4.
(a) Viregner ut determinanten ved kofaktorutvikling langs forste rad:
3 4 5
|Al=1|7 2 11| =3(12—11) —4(42 —55) +5(7—10) =3+ 52 — 15 =40
51 6
Dette betyr at A har en invers matrise, og vi bruker den adjungerte matrisen til & finne den:
L (Cn Cn Cu\' [ (1 13 =3\' | /1 -19 34
A7l = i Cyp Cy Coy| = 0 -19 -7 17 10 3 -7 2
A\ w5 30 2 -2 —3 17 -2

(b) Siden A er invertibel, har systemet Ax = b en entydig lgsning x = A~! - b. Nar r = 24,
s = —20, og t = —6 gir dette lgsningen

L (1 19 34 24 | [ 24+380—204 5
x=A"1b= o 13 -7 2 -20| = m 3124+140—-12 | = | 11
-3 17 -22 —6 —72 — 340 + 132 -7

(c) Siden z +y 4+ z = 9 ogsé er en linezr likning i de samme variablene, legger vi inn denne
likningen i det linesere systemet. Det gir enkleste regning om vi setter denne nye likningen
fgrst. Vi bruker sa Gauss-eliminasjon pa den nye utvidede matrisen:

11 19 1 11 9 11 1 9
34 5|7 0 1 2|r—27 01 2 r—27
72 11ls| 7 o =5 4|s—63] T |0 0 14|s—63+50r—27)
5 1 6]t 0 -4 1|t—45 0 0 9|t—45+4(r—27)

Etter & ha trukket sammen uttrykkene i den siste matrisen, multipliserer vi tredje linje med 9
og fjerde rad med 14 for & gjgre den siste radoperasjonen lettere:

1 1 1 9 11 1 9
01 2 r—27 0 1 2 r—27
0 0 14|5r+s—198 - 0 0 126 | 9(5r+s—198)
0 0 9|4r+t—-153 0 0 126 | 14(4r +t — 153)

Dette betyr at dette linezre systemet har lgsninger hvis og bare hvis fglgende likning er oppfyllt:
9(5r +s—198) = 14(4r +t — 153) <  45r +9s — 1782 = 561 + 14t — 2142

Dette gir —11r 4+ 9s — 14t = —360, eller 11r — 9s 4 14¢ = 360. Vi kan derfor konkludere at det
finnes lgsninger av Ax = b slik at x + y + z = 9 hvis og bare hvis 117 — 9s + 14t = 360.

Oppgave 5.

Siden omradet D = {(x,y) : 0 < x,y < 1} er et kvadrat og dermed kompakt, har f en maksimums- og
en minimumsverdi pa D. Kandidater er stasjonzere punkt for f i det indre av D, og randpunkt (som er
de fire sidekantente i D). For & finne stasjonaere punkt i det indre av D, Igser vi fgrsteordensbetingelsene

a/c:\f F‘l 0, f_\f7
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Det er ingen indre punkt som oppfyller dette, siden den andre likningen gir x = 0. Vi ser pa randpunkt,
og finner den stgrste og minste verdien av f(z,y) = \/Zy —z pa hver av de fire sidekantene. Nar z = 0,
sder f(0,y) =0for 0 <y <1.Nary=0,séer f(x,0) = —z, og den minste verdien er f(1,0) = —1 og
den stgrste er f(0,0) = 0nar 0 < < 1 siden funksjonen er avtagende. Nar x = 1,saer f(1,y) = /y—1,
og den minste verdien er f(1,0) = —1 og den storste er f(1,1) = 0 nar 0 < y < 1 siden funksjonen er
voksende. Nar y =1, sd er f(z,1) = /z —x for 0 < x <1, med derivert

1 1-2y7
/
Y — 1=
(Vo - a) 2\/x 2\/x
Den deriverte er lik null nar /x = 1/2, eller x = 1/4, og vi ser at funksjonen er voksende for
x < 1/4 og avtagende for « > 1/4. Det betyr at f(1/4,1) = 1/2 —1/4 = 1/4 er storste verdi, og
f(0,1) = f(1,1) = 0 er minste verdi. Etter & ha sett pa alle sidekanter, kan vi konkludere med at
fmax = 1/4 og at frin = —1.

Oppgave 6.
(a) Likningen y? = 522 — 23 for kurven C kan skrives som y? + 2% — 522 = 0 for & fi den pa
standard form g(z,y) = a. Stigningstallet til tangenten i et punkt pa kurven C' er gitt ved

) e 3a® =10z

y = =
9y 2y
og y' = —1 gir at 322 — 10z = 2y, eller y = 2(3x — 10) /2. Vi setter dette inn i likningen for C,
og det gir
2 2 2 2 2
3z — 10 3z —10 —5)-4
y2+x3_5x2:x(934 )+$2<x_5):90(954 )+$(934)
_ 2%(92% — 60z + 100 + 4z — 20) _ 2%(92? — 56z + 80) 0
= 1 = 1 =

Dermed er z = 0 eller 922 — 562 + 80. Hvis x = 0, s& er y = 0, og vi far punktet (0,0). Hvis
922 — 562 + 80 = 0, si er
. 56 +v/56% —4-9-80 5616 28+8
B 2.9 189
som gir x = 4 eller x = 20/9. Nar vi setter inn x =4 iy = z(3z — 10)/2, far vi y = 4, og nar
vi setter inn z = 20/9 far vi y = —100/27. Vi finner dermed punktene (4,4), (20/9, —100/27)
med (z.,y) # (0,0).
(b) Vi bruker Lagranges multiplikatormetode, og lar £(x,y; \) = x+y— A(y?+23 —522). Lagrange-
betingelsene blir da
L,=1-X32"—102) =0, L,=1-A2y)=0, y*+2°—-52"=0
Vi kan eliminere A fra de to fgrste likningene, og dette gir
1
322 — 10z 2y
Vi ser at vi far samme likninger som i (a), og dermed far vi (x,y) = (4,4), (20/9,—100/27), (0,0).
Vi bruker sa den andre likningen til & finne A\. Punktet (z,y) = (0,0) gir 1 — A -0 = 0, som ikke
har lgsning. I punktet (4,4) far vi 1 = 8, eller A = 1/8, og i punktet (20/9, — 100/27) far vi
1= X-(-200/27), eller A = —27/200. Dermed finner vi to lgsninger av Lagrangebetingelsene:
(x,y; A) = (4,4;1/8),(20/9, — 100/27; —27/200)

med henholdsvis f(4,4) =8 og f(20/9, — 100/27) = —40/27.
(c) I tillegg til de to kandidatpunktene fra (b), kan vi ogsé ta med tillatte punkt med degenerert
bibetingelse. Vi lgser likningene

A= = 2y=32>—-10z = y=2z(3z—10)/2

g (xyy) = 322 — 10z = 0, gy(z,y) =2y =0, v 41 —522 =0

Vi finner dermed punktet (x,y) = (0,0) med f(0,0) = 0. Den beste kandidat for maksimum i

Lagrangeproblemet er derfor f(4,4) = 8. Merk at nivakurven for f(x,y) = x +y gjennom dette

punktet er z +y = 8, og dette er tangenten til C' i (4,4): Dette folger fra teori, men vi kan ogsé

se dette konkret siden y — 4 = —1(x — 4) gir  + y = 8. Vi finner skjeeringspunkter mellom
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denne tangenten og C: Vi setter inn y = 8 — x i likningen for C, og far (8 —x)2 + 2% — 522 = 0,
eller 23 — 422 — 162 + 64 = 0. Vi vet at x = 4 er en lgsning, siden dette er et skjaeringspunkt.
Polynomdivisjon gir
23 —42? — 162 +64=(2 -4 (2> -16)=0 = (z—4)(z—4)(z+4)=0

Dette betyr at = —4 gir et annet skjeeringspunkt, med y = 8 — (—4) = 12, og altsa er
f(—=4,12) =8 = f(4,4). Siden C og = +y = 8 ikke motes i en tangent i (—4,12), betyr dette at
det finnes punkter pa C neert (—4,12) med f(x,y) > 8. Lagrangeproblemet har derfor ikke noe
maksimum.

Oppgave 7.

Vllara:—\/7+\ﬁ—|—\/7 V50 = u+v med u = V7 + Oogv—\/ —+/50. For & finne et

polynom p(z) med x som nullpunkt, regner vi fgrst ut

23 = (u+v)® = u? + 3u?v + 3uv? + v = u® + 0 + 3uv(u +v)
Vi har at u? 4 v3 = (74 1/50) + (7 — v/50) = 14, og siden (7 4 /50)(7 — v/50) = 49 = —1, har vi
ogsa at

3uv—3\/7+\/ \/7 V50 =3V/—1=3(-1) = -3
Vi har derfor at = mé oppfylle likningen 23 = 14 — 3, som kan skrives 23 4+ 3z — 14 = 0, og dermed
kan vi velge p(z) = 2% + 3z — 14. Siden p(z) = 23 + 32 — 14 har derivert p/(z) = 322 +3 > 0, sh er
p en strengt voksende funksjon og har derfor ngyaktig ett nullpunkt. P4 den andre siden har vi at
p(2) =234+3-2—14=8+6 — 14 = 0. Dette betyr at x = 2 er nullpunktet for p, og dermed er

\/7+f+\/7 V50 =2




