Lgsning MET 1180 Matematikk for sivilgkonomer
Dato 20. desember 2021 kl 0900 - 1400

Oppgave 1.

(a)

(b)

(d)

Vi har at (e*) = e* og (e7*) = —e™* ved kjerneregelen. Dermed fglger det at
fl@)=¢"—=3e", [f'(z)=e"4+3e"

Siden f”(x) > 0 for alle x, er f en konveks funksjon.
Regningen i (a) viser at den deriverte er gitt ved

(e” = V3)(e” + V)

ell‘

fl(x)=e¢"—3e " =e" (622 — 3) =

Stasjonzere punkt for f er gitt ved f/(x) = 0, og vi ser fra uttrykket ovenfor at det gir e* = /3
siden e® 4+ /3, €* > 0 for alle z. Funksjonen har dermed et stasjonaert punkt, gitt ved e® = v/3,
eller + = In(v/3) = In(3)/2. Siden f er konveks, er dette et globalt minimumspunkt, med
minimumsverdi

fuin = f(In(V3)) =V3+3-1/V3=2V3
Funksjonen har ikke noe globalt maksimum.
Vi ser at f(x) — oo nar x — 0o og x — —oo. Vi vet fra (a) at f er konveks og fra (b) at den
har et minimum i z = ln(\/g) ~ 0.55 med minimumsverdi fuin = 2v/3 ~ 3.46. Vi bruker dette
til a skissere grafen til f, som er vist nedenfor.
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Ficur 1. Grafen til y = f(x)

Vi ser pa funksjonen f(x) = e® + ae™® med parameter a, og finner de deriverte pa tilsvarende
méte som i (b):

fl(x)=€e"—ae™™, f'(z)=¢"+ae™™
Vi ser at for enhver parameterverdi a > 0, sd er f”(x) > 0 for alle z, og dermed er f en konveks
funksjon. Den har et stasjoneert punkt, gitt ved

Fl@) = —ae® = (& —a) = & VITTVD

623‘

Dette gir €* = /a, eller = In(y/a). Siden f er konveks, er dette stasjonaere punktet et globalt
minimumspunkt for f, og dermed er den globale minimumsverdien til f(z;a) gitt ved

fmanf(ln(\/a))Zﬁ+al/\/E:2\/ﬁ
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Det folger at f(z;a) = 4 har to lgsninger hvis og bare hvis fyim < 4, som gir 2\/a < 4. Vi
lgser ulikheten, og far \/a < 2, eller at 0 < a < 4. Hvis a < 0, s har f(z;a) = 4 maksimalt en
lgsning, siden f er en voksende funkjon.

Oppgave 2.
(a) Vi skriver 1/y/z = 2~ 1/2 som en potens, og bruker potensregelen for derivasjon:

/de—/2x1/2 de =42'? +C =4z +C
\/E

(b) Vi bruker delbrgksoppspaltning til & forenkle uttrykket som skal integreres:

12 A B
= 12 = A(2 B(2 —
4 — 22 2—x+2+x ~ (2+2)+ B2-2)
Dette gir (A—B)x+(24+2B) = 12, og dermed A— B = 0 0og 2A+2B = 12. Vi finner dermed
at A= B og 4A = 12, eller A = 3. Integralet blir da

12 2
/ d:c:/ 3 +3dx:3ln|2x|+31n|2+x|+0=31n‘ R +C

4 — g2 2—x 2+4=x 2—x

(¢) Vi bruker delvis integrasjon med u/ = 9y/x og v = In(y/z), som gir v = 9-2/3 - 23/2 = 6x\/x
og v/ =1/v/x-1/(2y/x) =1/(2z). Siden [u'v dz = uv — [wv' dx gir delvis integrasjon

/Qﬁln(\/:f) dz = 62z In(\/1) — /3\/5 dz = 6xv/zIn(v/z) — 22v/2 + C

Oppgave 3.
(a) Vi skriver ned den utvidede matrisen til systemet for en vilkarlig a, og bruker elementeere
radoperasjoner:
1 2 1 410 1 2 1 4 0 1 2 1 4 0
3 7 2 a |9 - (01 -1 a—-12| 9 - (01 -1 a—-12| 9
5o 12 3 =316 0 2 -2 =23 |16 00 0 1—-2a|-2

Nar a = 0, er resultatet en trappeform, der 1 — 2a = 1 er en pivot, og vi har markert pivot-
posisjonene i tilfellet @ = 0 som bla. Det er dermed uendelig mange lgsninger med z fri siden
z-kolonnen ikke har noen pivotposisjoner, og vi finner lgsningene ved baklengs substitusjon:
Fra siste likning finner vi w = —2, og dette gir

y—z—12w=9 = y=2z+12(-2)+9=2-15
r+2y+z4+4dw=0 = x=-2(z—-15)—2—-4(-2)=38-3z

Losningen er altsd (z,y,z,w) = (38 — 32,2 — 15,2z, — 2), der z er en fri variabel.

(b) Vi bruker Gauss-prosessen fra (a). Resultatet er en trappeform: Hvis 1 —2a = 0, eller a = 1/2,
er de tre posisjonene markert som bla pivotposisjoner. I sa fall har systemet uendelig mange
lgsninger, og z er en fri variabel. Hvis 1 — 2a = 0, eller a = 1/2, sé er ikke 1 — 2a i tredje rad
lengere en pivotposisjon. I stedet har matrisen en pivotposisjonen i siste rad og siste kolonne,
og det lineare systemet er inkonsistent (har ingen lgsninger). Vi konkluderer dermed at det
linezere systemet er konsistent for a # 1/2.

(¢) Vi skriver vy, vy, vs, vy for the fire kolonnevektorene til A, og ser péa vektorlikningen

T1V1 + T2Ve + 23V3 + X4vy =W

Vi har at w er en linesr-kombinasjon av vi,va, v3, v4 hvis denne likningen har lgsninger, og
vektorlikningen svarer til det linesere systemet Ax = w. Vi lgser dette ved & bytte ut b med
w og bruke samme elemenentare radoperasjoner som i (a):

1 2 1 4 ]2 1 2 1 4 2 1 2 1 4 2
3 7 2 a |1 — 01 -1 a—12| =5 — 01 -1 a—12| -5
5 12 3 =310 0 2 -2 =23 |-10 00 0 1—-2a| O

Vi ser at dette systemet er konsistent for alle verdier av a. Hvis a = 1/2, si er x3, x4 frie

variabler, og hvis a # 1/2, s& er x3 fri. Dermed er w en linear-kombinasjon av vi,va, v, vy

for alle verdier av a. Siden z3 er fri, og x4 enten er fri eller x4 = 0, kan vi sette x3 = x4 =0
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for & finne en lgsning. Dette gir z9 = —5, og x1 — 1022 = 2, eller z; = 12. Dermed har vi
w = 12vy — 5vy for alle verdier av a.

Oppgave 4.

(a)

De partiellderiverte til f(z,y) = 2? + y* — 22y? er f. = 22(1 — 3?) og fy = 2y(1 — z?), og
forsteordensbetingelsene f; = f, = 0 er gitt ved

20(1—9y*) =0 = ax=0cllery®>=1
201 —2*)=0 = y=0ecllera’=1

Den forste likningen gir x = 0 eller y = 1. Hvis z = 0, gir den andre likningen y = 0. Hvis
y = £1, s& gir den andre likningen x = +1. Dermed finner vi de fem stasjonzere punktene
(z,y) = (0,0) og (x,y) = (£1,+£1). Hessematrisen er gitt ved
_ (e Ty _ (2-207 —day

- B)-(5 )
I punktet (x,y) = (0,0) er det H(f)(0,0) = 4 > 0, og A = C = 2 > 0. Dermed er (0,0)
et lokalt minimumspunkt ved annenderivert-testen. I de fire punktene (x,y) = (£1,+£1) er
det H(f)(£1,+1) = 0-0 — (£4)2 = —16 < 0, og dermed er de fire punktene (£1,41)
sadelpunkt ved annenderivert-testen.
Fra (a) ser vi at (xz,y) = (0,0) med f(0,0) = 0 er et lokalt minimum, og derfor et mulig
globalt minimum. Men siden f(3,3) =9+ 9 — 81 = —63 < 0, er dette punktet ikke et globalt
minimum. Siden f ikke har lokale maksimum ifglge (a), har f hverken globale maksimums-
eller minimumsverdier.
Vi bruker Lagranges metode med £ = 22 + 3% — 22y?> — M(zy — 1) for & finne kandidater for
minimum. Lagrange-betingelsene gir

E;:2x—2xy2—)\~y:0
E;:2y—2$2y—)\-:1:20
zy =1

De to forste likningene gir 2z(1 — y?) = Ay og 2y(1 — 22) = Az. Vi multipliserer forste likning
med z og and likning med y for & fa Axy = A -1 = A pa begge hoyresidene. Dermed far vi

A=2221-9y) =21 -2 = 2272 —22%% =22 —22%% = 22 =y?

Dette gir x = y eller x = —y. Setter vi inn dette i bibetingelsen zy = 1, gir = y at 2% = 1,
eller # = +1. Tilsvarende gir * = —y at (—y)y = 1, eller y> = —1, som ikke har lgsninger.
Setter vi inn x = y = £1 i en av uttrykkene for A ovenfor, far vi A = 0. Dermed finner vi to
kandidatpunkter

(xuy; A) = (171; 0)7 (_17 -1 0)
med f-verdi f(£1,£1) = 1. Siden 2y = 1 er hyperbelen y = 1/x, er det ingen tillatte punkter
med degenerert bibetingelse, siden en hyperbel har en veldefinert tangent i ethvert punkt. Det
gjenstar & undersgke om de to kandidatpunktene vi har funnet er minimumspunkter. Merk at
for tillatte punkter, der zy = 1, er f(z,y) = 2> + y? — 2%y?> = 22 + y?> — 1. Dermed kan vi se
pé problemet

min 22 +y2 —1lnédrzy=1

istedet. Det vil ha samme minimumspunkt og minimumsverdi (hvis de finnes), men muligens
en annen verdi for A\: N4 blir Lagrange-betingelsene

L =2x—-Xy=0
/
L,=2y—X-z=0
zy =1
De to fgrste likningene gir z = \y/2, og 2y — A(\y/2) = 0, eller 4y — A2y = y(4 — \?) = 0,
og vi far y = 0, A = 2 eller A = —2. Hvis y = 0, s& blir z = 0, og dette punktet passer ikke
i bibetingelsen xy = 1. Hvis A = —2, s er x = —y, og bibetingelsen gir (—y)y = 1, eller

y> = —1, som ikke har lgsninger. Hvis A = 2, sd er = y, og bibetingelsen gir 2 = 1, eller
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(d)

y = £1. Vi far dermed (z,y) = (1,1), (-1, — 1) som for, med f-verdi f(£1,+1) =1, men med
A\ = 2 denne gang. Nivakurvene til 22 4+ 42 — 1 er gitt ved 22 +y> — 1 = ¢, eller 22 + 9% = ¢+ 1,
som er en sirkel med radius v/c+ 1 nar ¢ > —1. Vi far fglgende geometriske bilde: Den bla

kurven bestar at de tillatte punktene, gitt ved bibetingelsen zy = 1, og den rgde kurven er
nivakurven til 22 + 42 — 1 for ¢ = 1, som tangerer den bla kurven i kandidatpunktene (1,1)
og (—1,—1). Siden sirkler med mindre radius ikke vil skjaere hyperbelen, er kandidatpunktene
minimumspunkter, og fnin = 1 er minimumsverdien. Dermed er det ogsd minimumsverdien til
det opprinnelige problemet

min f(z,y) = z? + y2 - x2y2 nar xy =1
I det opprinnelige Lagrange-problemet fant vi minimumsverdien fni, = 1, minimumspunktene
(x,y) = (1,1),(—1,1), og Lagrange-multiplikatoren A = 0. Dermed vil minimumsfunksjonen
f*(a) til problemet

min f(z,y) = 2> + y* — 2*y® nir 2y = a

med parameter a oppfylle
df*(a)

=A=0
da

Det betyr at

ffa)= f*(1)+ Aa-df*(a)/da=14+(a—1)-0=1
nar a er neer verdien 1. Hvis vi bruker A = 2 i stedet for A = 0, finner vi den marginale
endringen av minimumsverdien f*(a) til problemet

minz? 4+ 4% — 1 nr zy = a

der 1 er en konstant som ikke endrer seg som x2y? = a? i takt med endringen av konstanten a
i bibetingelsen zy = a.

Oppgave 5.

(a)

Vi ser fra figuren at for alle markerte punkter er —2 < z,y < 2. Det betyr at mengden
D = {(zy) : g(z,y) < a} av tillatte punkter er begrenset, og derfor ogsad kompakt. Ved
ekstremverdisetningen har derfor problemet en lgsning. Siden f(xz,y) = z+y ikke har stasjonare
punkter, kan ikke maksimumspunktet veere et indre punkt med g(x,y) < a. Det mé derfor veere
et randpunkt med g(z,y) = a, altsd et punkt pa den bla kurven.

Hvis et punkt pa den bla kurven skal veere et kandidatpunkt, ma nivakurven til f mgte den
bla kurven i en tangent. Nivakurvene til f er gitt ved f(x,y) = ¢, eller z + y = c. Dette er
rette linjer med stigningstall —1. Vi ser derfor etter et punkt p& den bla kurven som mgter
en linje med stigningstall —1 i en tangent, og leser av at de eneste mulighetene er punktene
(1,1) og (=1, — 1). Det forste har f(1,1) = 2, og det andre har f(—1, — 1) = —2. Vi estimerer
derfor maksimumsverdien til & veere fiax = 21 (z,y) = (1,1). Vi ser fra figuren at alle punkter
pa den bla kurven har en entydig tangent, derfor er det ingen tillatte punkter med degenerert
bibetingelse.



