Lgsning @vingsoppgaver Linezre likningssystemer og matriser
MET 1180 Matematikk  Mars 2017

OPPGAVE 1.

Vi bruker Gauss-eliminasjon: Vi finner den utvidede matrisen til systemet i hvert tilfelle, og bruker
elementaere radoperagjoner til vi har en trappeform.

(a) Elementeere radoperasjoner gir

1 1 1| 6 1 1 1 6 1 1 1 6
1 -1 1| 0 — 0 -2 0] -6 — 0 -2 0] -6
1 2 4|12 0 1 3 6 0 0 3 3

Vi ser fra pivotposisjonene at det er én lgsning, og den finner vi ved baklengs substitusjon. Siste
likning gir z = 1, andre likning gir y = 3, og forste likning gir x = 6 — y — 2 = 2. Lgsningen er
derfor (z,y,2) = (2,3,1).

(b) Elementare radoperasjoner gir

1 2 =-31] 6 1 2 =3 6 1 2 =3 6

2 -1 5 0 — 0 =5 11 |-12 — 0 -5 11| -—12

-1 8 —-19|18 0 10 —-22| 24 0 0 0 0
Vi ser fra pivotposisjonene at det er én fri variabel z og uendelig mange lgsninger. Vi finner
lpsningene eksplisitt ved baklengs substitusjon. Andre likning gir —by = —11z — 12, eller

y = 112/5+12/5, og forste likning gir z =6 — 2y +32 =6 — 222/5 —24/5+ 32 = 6/5 — 72 /5.
Losningene er (z,y,2) = (6/5 — 7z/5,11z/5 + 12/5,z) med z som fri variabel.

OPPGAVE 2.

(a) Determinanten er

2 a . 2
1—4 3—6—a(1—a)—a a+6
(b) Determinanten er gitt ved kofaktorutvikling langs forste rad:
1 1 h
1 -1 1|=1(-4-2)—(4—h)+h(2+h)=h*+3h—10
h 2 4

(c¢) Determinanten er gitt ved kofaktorutvikling langs forste rad:

4
2| =a(a® —4) — (a — 8) + 4(2 — 4a) = a® — 21a + 16
a

OPPGAVE 3.

(a) Vi finner determinanten til koeffisientmatrisen A til systemet:

1 2 -3
2 —1 5 |=1(h—40) —2(~2h+5) —3(16 — 1) = 5h — 95 = 5(h — 19)
-1 8 —h

Dermed har systemet én lgsning for h # 19, siden dette gir det(A) # 0.
(b) Andre verdier av h er kun h = 19. Siden det(A4) = 0 for A = 19, har systemet ingen eller
uendelig mange lgsninger. Vi bruker Gauss-eliminasjon for & finne lgsningene nér h = 19:

1 2 =3 0 1 2 =3 0 1 2 -3|0
2 -1 5 5) — 0 -5 11 5 — 0 -5 1115
-1 8 -—-19|-4 0 10 —-22|—-4 0 0 O0]6

Vi ser fra pivotposisjonene at systemet er inkonsistent (har ingen lgsninger) for h = 19.
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(¢) For h # 19 vet vi at det er én lgsning av systemet, og vi finner denne lgsningen ved & bruke
Kramers regel:

0 2 -3

det(A;(b) =[5 —1 5 |=—2(=5h+20) — 3(40 — 4) = 10h — 148
—4 8 ~—h
1 0 -3

det(Aa(b)=|2 5 5 |=1(—5h+20) —3(-8+5) = —5h +29
~1 -4 —h
1 2 0

det(As(b)=|2 —1 5 |=1(4—40)—2(—8+5)=-30
-1 8 -4

Siden det(A) = 5h — 95, gir dette lgsningen

- 10h — 148 —5h + 29 -30

sh—95 " Y7 5h_95" " B5h—_095

for h # 19.

OPPGAVE 4.

Systemet har maksimalt fire pivotposisjoner siden det har fire likninger. Hvis en av pivotposisjonene
er i siste kolonne, blir det ingen lgsninger. Ellers blir det 6 — r frie variable, det r < 4 er antall
pivotposisjoner, og dermed uendelig mange lgsninger (minst to frie variabler). Vi viser to mulige
eksampler pé trappeformer, med pivotposisjonene markert:

1 2 -3 45 610 1 2 -3 45 610

0 -5 11 4 2 —-115 0 -5 11 4 2 —-115

0 0 0 6 4 —-2|3]"° 0 0 0 6 4 —-2|3

0 0 0O 00 0|2 0 0 0O 01 2 |4
OPPGAVE 5.

(a) Vi finner determinanten til A ved kofaktorutvikling langs forste rad:

0 0
1 0| =a(a—0)=d?
1 a

= Q

(b) T denne deloppgaven setter vi a = b = 1. Da er det(A) = 1 # 0, og derfor eksisterer A~% og vi
kan finne den inverse matrisen ved & bruke formelen

T T

011 012 013 a —a 1-—0 1 0 0
A7l = | Ci1 Cia Chiz =0 a? —a =1-1 1 0
det(4) \cy, 0 Ci 0 0 a 0 -1 1

I svaret har vi satt inn at a =b = 1.
(c) Vi vet at A=! = A hvis og bare hvis A? = I, siden egenskapen som definerer den inverse
matrisen er at A- A~! = A='. A =1. Vi har at

a? 0 0 1 00
A2=| a+1 1 0], I=|01 0
20b+1 a+1 a? 0 0 1

Derfor er A? = I hvis og bare hvis a2 = 1, a +1 = 0 og 2ab + 1 = 0. De to fgrste likningene
gir a = —1, og den siste gir b = 1/2. Derfor er A~! = A hvis og bare hvis a = —1 og b = 1/2.
3



OPPGAVE 6.

(a) Det kan skrives som likningssystemet

xr — 4y — 3z + Tw = 1
2 — 5y + 3z — w = -1
dc — y + 33z + 2w = 3
(b) Vi finner trappeformen ved hjelp av elementere radoperasjoner:
1 -4 -3 7 1 1 -4 -3 7 1 1 -4 -3 7 1
2 -5 3 -1|-1 — 0 3 9 -15|-3 — 0 3 9 -—-15|-3
4 —1 33 2 3 0 15 45 —-26|—1 0 0 0 49 | 14

Vi ser at systemet har en frihetsgrad (z er fri). Lgsningene finner vi ved baklengs substitusjon:
Den siste likningen gir at 49w = 14, eller w = 14/49 = 2/7. Setter vi dette inn i den andre
likningen, gir det 3y = —9z + 15(2/7) —3 =9/7 — 9z, eller y = 3/7 — 3z, og forste likning gir
x=4(3/7T—32)+32—T7(2/7) +1=>5/7—9z. Pa vektorform kan vi skrive dette som

T 5/7—9z 5 -9
ly 3/7=3z| _ 113 -3
S P z - ol 77| 1
w 2/7 2 0
der z er fri.
OPPGAVE 7.

(a) Vi finner determinanten |A| ved kofaktorutvikling langs forste rad:

1+a 0 1
0 1+a 0 |=0+a)((1+a)*-0)+10~-(14+a)=1+a)?®—(1+a)
1 0 1+a

Dette gir det(A) = (1 +a)(1+2a+a®> —1) = a(l +a)(2+ a).
(b) T denne deloppgaven setter vi a = 1. Da er det(A) = 6 # 0, og A~! kan vi finne ved & bruke

formelen
T T
1 Ci1 Cio 013 1 4 0 -2 1 4 0 -2
Al = | Ci1 Cia Cis = - 0 3 0 = - 0o 3 0
det(A) \ ¢y, Cip Cis 6\ 2 0 4 6\ 2 0 4

(c) Siden det(A) = a(l + a)(2 + a), har systemet én lgsning for a # 0, — 1, — 2. Vi sjekker antall
lgsninger for verdiene a = 0, —1, —2 som gir det(A) = 0. For a = 0 far vi

1 0 12 1 0 112
01 0|0 — 01 0|0
1 0 12 0 0 0|0

Dette gir uendelig mange lgsninger, en fri variabel z, og lgsninger x = 2 — z og y = 0, eller
(z,y,2) = (2 — 2,0,2) med z fri. For a = —1 far vi

0 0 1]2 1 0 0]2
0 0 0|0 — 0 0 1]2
1 0 0|2 0 0 0|0

Dette gir uendelig mange lgsninger, en fri variabel y, og lgsninger x = 2 og z = 2, eller
(r,y,2) = (2,y,2) med y fri. For a = —2 far vi

-1 0 1 |2 -1 0 112
0 -1 0|0 — 0 -1 0]0
1 0 -1]2 0 0 04
Dette gir ingen lgsninger. Vi har altsa uendelig mange lgsninger for a = 0 og a = —1.
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(d) For a # 0,—1,—2, har vi at

2 0 1
det(A1(b) =10 1+a O
2 0 1+a
14+a 2 1
det(Az2(b)=1| 0 0 0 [=0
1 2 1+a
14+a 0 2
det(As(b)=1| 0 1+a 0
1 0 2

Siden det(A) = a(l + a)(2 + a), gir dette lpsningen
2a(1+a)

=(1+4a)2(1+a)—2)=2a(l+a)

=(1+4+a)2(1+a)—2)=2a(l+a)

2

- a(l+a)(2+a) T 2+a

B 0
YT al+a)(2+a)
L 2a(1+ a)

=0

2

fora#0,—1,—2.

OPPGAVE 8.

Tal+ta)(2+a) 2+a

Avkastningen pa hver aksje i disse verdipapirene er i hver scenario gitt ved

Pris A Pris B Pris C

Scenario 1 20
Scenario 2 80
Scenario 3 —20

10
—15
15

)
15
—15

La x,y,z veere antall tusen aksjer av hvert av de tre verdipapirene vi kjgper. Da er budsjettbe-
tingelsen at 100x + 25y + 45z = 100, og betingelsene for at avkastningen i de tre scenariene er
r1, 1o 0g r3 tusen kr blir da gitt ved det linezere systemet

200 + 10y + 52 = n
80x — 15y + 152 = 1
—20x + 1by — 1bz = r3
100z + 25y + 45z = 100
For r1 = 21, ro = 24, og r3 = —6 lgser vi dette lineaere systemet ved Gauss-eliminasjon:
20 10 5 21 20 10 5 21
80 —15 15 24 0 -55 -5 | —-60
-20 15 —-15| —6 0 25 -10 15
100 25 45 | 100 0 —-25 20 -5

Vi dividerer siste rad pa 5 og bytter om andre og fjerde rad for a forenkle regningen. Dette gir

20 10 ) 21 20 10
0 -5 4 -1 _ 0 -5
0 25 -10 15 0 0
0 -5 -5 |60 0 0

5
4
10

—49

21 20 10 5 | 21
1 0 -5 4 |—1
w] 0 0 10/ 10
—49 0 0 0] 0

Dette gir at z =1, at =5y = —4(1) — 1 = =5, eller y = 1, og at 20z = —10(1) — 5(1) + 21 = 6,
eller at © = 6/20 = 3/10. Dette svarer til kjgp av 300 aksjer av verdipapir A, 1000 aksjer av

verdipapir B, og 1000 aksjer av verdipapir C.
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(b) Dette svarer til at avkastningen (i tusen kr) er slik at 7 = ro = 0 og r3 > 0. Vi lgser det
linezere systemet dette svarer til:

20 10 5 0 20 10 5 0 20 10 5 0
80 —15 15 0 _ 0 —-55 -5 0 _ 0 -5 4 |20
-20 15 —15| 73 0 25 —-10| rs3 0 25 —-10| s
100 25 45 | 100 0 —-25 20 |100 0 -5 -5 |0

Vi har i siste overgang dividerert siste rad pa 5 og bytter om andre og fjerde rad for & forenkle
regningen videre. Vi far

20 10 5 0 20 10 5 0
_ 0 -5 4 20 - 0 -5 4 20
0 0 10 |r3-+100 0 0 10 r3 + 100
0 0 —49 —220 0 0 0 ]4934+270

Hvis r3 > 0, sa blir 4,973 4+ 270 # 0, og dermed har systemet ingen lgsninger. Det er altsa ikke
mulig & velge en portefplge av verdipapirer slik at 71 = ro = 0 og r3 > 0. Den eneste muligheten
med r; = ro = 0, oppstar dersom 4,9r3 + 270 = 0, det vil si r3 = —270/4,9 = —55,1.
Tolkningen er at den eneste portefpljen som gir nullavkastning i de to fgrste scenariene, gir
negativ avkastning (omkring —55.102 kr) i det tredje scnariet.

(c) Vi lgser systemet for et vilkarlig trippel (r1,72,73) av avkastninger i de tre scenariene (i tusen
kr). Vi lgser det linezere systemet dette svarer til:

20 10 5 ry 20 10 5 r1
80 —15 15 r9 N 0 —-55 =5 ro — 4ry
-20 15 —15]| 73 0 25 -10 T3+ 171
100 25 45 | 100 0 —25 20 |100—5r;
Vi dividerer siste rad pa 5 og bytter om andre og fjerde rad for a forenkle regningen. Dette gir
20 10 5 r1 20 10 5 r1
0 -5 4 20— . 0 -5 4 20—
0 25 —10| r3+m 0 0 10 100 4 r3 — 4ry
0 =55 =5 |rg—4dr 0 0 —49|—-2204 179+ Try
Til slutt legger vi til 4,9 ganger tredje rad til fjerde rad, som gir
20 10 5 1
0 -5 4 20 — 1
0 0 10 100 4 r3 — 4rq

0 0 0 | 270 — 12,6r1 + ro + 4.973
Dette systemet har lgsninger hvis og bare hvis 270 — 12,6r1 + ro + 4.973 = 0, og i sa fall har
systemet eksakt én lgsning. Vi kan skrive betingelsen som
12,67’1 —T9 — 4.97‘3 =270
Vi kan for eksempel velge r1 = ro = 0 og r3 = —270/4,9 = —55,102 som i forrige deloppgave.
En annen mulighet er ro = r3 = 1, som gir at r; = 275,9/12,6 = 21,897. Dette svarer til en
portefglge som har positiv avkastning i alle scenarier, siden R; =2 21.897 kr, Ro = 1.000 kr og
R3 = 1.000 kr. Portefgljen kan vi finne ved baklengs substitusjon: Vi far 10z = 100 + r3 — 4rq,
eller z =104 0,173 — 0,4r; =2 1,341. Setter vi dette inn i andre likning, far vi
—5y = —4(10+0,1r3 — 0,4r1) +20—r1 = y=4—0,12r; +0.8r3 22,172
og setter vi dette inn i ferst likning, far vi
20x = —10(4 — 0.12r; + 0.8r3) — 5(10+ 0,173 — 0,47) + 11 =
x=—4,5+0,2r; —0.425r3 = —0,546
Losningen er altsd x =2 —0,546, y =2 2,172 og z = 1,341. Dette svarer til at vi kjgper 2.172

aksjer av verdipapir B og 1.341 aksjer av verdipapir C, samtidig som vi selger short 546 aksjer
av verdipapir A.



	Oppgave 1. 
	Oppgave 2. 
	Oppgave 3. 
	Oppgave 4. 
	Oppgave 5. 
	Oppgave 6. 
	Oppgave 7. 
	Oppgave 8. 

